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Abstract
TheInverseProblemofelectrocardiography(IPE)canbesummarized
asthecharacterizationoftheelectricalbehavioroftheheartusingmeasure-
mentsobtainedbyelectrodesthatarenotdirectlyincontactwiththecardiac
surfaces.Manycardiacpathologiessuchasischemia,infarction,ventricular
tachycardia,arrhythmiacanbedetectedbythedeterminationofthiselectri-
calactivity.Fromamathematicalpointofview,theIPEisil-poseddue,in
part,tosmoothingandattenuationofthecardiacsignalduringitspropaga-
tioninthemediumbetweentheheartmuscleandtheelectrodes.Tomitigate
thesediﬃculties,anextensivenumberofregularizationtechniqueshavebeen
proposedintheliterature,mostlyoftheTikhonovtype.However,mostof
thesetechniquesconsidereachinstantoftimeindependentlyfromtheothers,
thusignoringthetemporalcorrelationamongvoltagemeasurements.
TheobjectiveofthisThesisistoanalyzetheuseofsimplemodelsto
solvetheIPE.Speciﬁcaly,weanalyzetheIPEintermsoflocalizingcardiac
ischemicregionsfromremotevoltagemeasurements.Theinverseprocedu-
reexploitsthespatio-temporalcorrelationscontainedintheobserveddata,
whichisformulatedasaparametricadjustofamathematicalmodelthatmi-
nimizesthemisﬁtbetweenthesimulatedandtheobserveddata.Tothisend,
weincorporateatime-dependentmonodomainmodelofthecardiacelectric
activityintotheinversionscheme.Theproposedmethodisbasedontheap-
proachpresentedbyAlvarezetal,werethemathematicalmodeltoobtain
thereal(forward)andthepredicted(inverse)dataareexactlythesame,
thustheyareundertheInverseCrimescenario.Theaimofthisworkisto
extendthismethodavoidingtheIC.Forthispurpose,weusetheLuo-Rudy
dynamic(LRd)modelasadetailedcomputationalmodeltosimulatethe
electricalbehaviorofthecardiaccels,whilefortheinverseprocedureweuse
theTwo-Current(TC)phenomenologicalmodelproposedby Mitcheland
Schaeﬀer.Theinversionprocedurealsoincorporatesasemi-automaticstage
tocharacterizetheconductionpropertiesofthecardiactissue.Theischemic
regionsaremodeledusingstandardlevelsettechniques.
Folowinganincrementalapproach,wetesttheproposedmethodusing
ix
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diﬀerentgeometriesfroma2Dcardiactissuetoa3Drealisticanatomical
geometryofheartandtorso.Numericalresultsshowthatthealgorithmis
capableofestimatingtheposition,sizeandshapeofcardiacischemicregions
fromnoisyvoltagemeasurements.Ourinverseprocedureisbenchmarked
againstzero-orderTikhonovregularization.Ontheotherhand,thisThesis
isaproofofprincipledemonstratingthepossibilityofusingsimplemodels
intheIPEprovidinggoodsolutionstowardsrealisticsituations.
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Capítulo1
Introducción
1.1. Motivación
Lasenfermedadescardiovasculares(ECV)constituyenactualmentelaprin-
cipalcausademuerteenlasociedadmoderna.Seestimaquecercadeun
terciodelamortalidadestáasociadaaECVyelgastosanitarioquesuponen
superanelcostodecualquierotraenfermedadparalospaísesindustrializa-
dos.Porotrolado,dadoqueelcorazónesunórganoelectromecánico,del
conocimientodelaactividadeléctricadeltejidocardíacosepuededesprender
informaciónimportanteparaelentendimientodelasECVasícomolaidenti-
ﬁcacióndemecanismosderitmosanormales,lalocalizacióndesuslugaresde
origen,ylaadecuadaseleccióndeterapiasfarmacológicasonofarmacológicas
paracorrectasugestión.
Lacaracterizacióndeladinámicaeléctricadelcorazónbasadaenlaobser-
vacióndeseñalestomadasaciertadistanciadeltejidocardíaco,esloquese
conocecomoelProblemaInversoenElectrocardiografía(PIE).Lastécnicas
pararesolverelPIEconlevanundesafíotecnológicocomplicado,yaqueen
suformulacióngeneralesunproblemamalplanteado,porloqueparaobte-
nersolucionesestablesyrealistasesnecesarialaimplementacióndemétodos
deregularización.Enlosúltimosaños,distintostrabajoshananalizadoel
PIEentérminosdelalocalizaciónderegionesisquémicaseneltejidocar-
díaco[49,60,65,80].Sinembargo,enestosestudioslasregionesisquémicas
seobtienenreconstruyendolospotencialestransmembranaoepicárdicosto-
mandoencuentaunúnicoinstantedetiempodurantelafasedemesetadel
potencialdeacción,ignorandoasílainformacióncontenidadelacorrelación
espacio-temporalqueposeenlasmedidasremotasregistradas.Utilizandoun
enfoquediferente,Alvarezetal[4]proponenunprocedimientoinversoque
exploralascorrelacionesespacio-temporalescontenidasenlasmedidasre-
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motasatravésdeunmodelomatemáticoquedescribelaactividadeléctrica
delcorazón[4].EneltrabajopresentadoporÁlvarez,seobtienenresultados
interesantesparadatossintéticosenuntejidocardíacobidimensional.Sin
embargo,lasseñalesremotassimuladasylasconsideradascomorealespara
evaluarlabondaddelmétodoseobtienenconelmismomodeloiónico,loque
deﬁnióKelercomoelCrimenInverso[43].Enlapráctica,existendistintas
formasdemitigarlosefectosdelcrimeninversoalmomentodeevaluarun
procedimientoinversocondatossintéticos,comoporejemplo:añadirruidoa
losdatosdeentrada,usardistintasdiscretizacionesparalaobtencióndelos
datosobservadosysimuladosparaelproblemadirectoeinverso,respectiva-
menteoimplementarmodelosiónicosdistintosparacadaunodelosprocesos
(directoeinverso).
1.2. Objetivos
LapresenteTesisDoctoralpretendeavanzareneldesarrolodeprocedi-
mientosquepermitanmejorarlacaracterizaciónnoinvasivadeciertaspatolo-
gíascardíacas.Enparticular,enestetrabajoseproponeyanalizaunmétodo
matemáticoparadeterminarquézonasdeuntejidocardíacoestánafectadas
porisquemia.Aunque,aestasalturas,todavíaseestálejosdelavalidación
condatosclínicos;enrelaciónatrabajosprevios,sepretendeavanzarhacia
situacionesmáscercanasalarealidad.Paraelo,dossonlosaspectosenlos
queconcretamentesequiereincidir:evitarsituacionesenlasquesecometa
elcrimeninversoyconsiderarescenarioscongeometríasgradualmentemás
realistas.Adicionalmente,sepretendeanalizarlarelacióndelosresultados
obtenidosconelgradodedetaledelosmodelosmatemáticosutilizados.Se
pretendeconocersiutilizandomodelossimples,tantodesdeelpuntodevista
matemáticocomocomputacional,sepodríanobtenerresultadossatisfacto-
rios.
1.Análisisdetaladodelproblemadirecto.Utilizandodescripcionesbasa-
dasenecuacionesdiferencialesenderivadasparcialesdelaactividad
eléctricadeltejidocardíaco,seevaluaránlasposibilidadesquetienen
algunosmodelosfenomenológicosalahoradereportarciertaspatolo-
gíascardíacasdescritaspreviamentepormodelosbasadosencaracte-
rísticaselectroﬁsiológicas.Sebuscadeestaformadecaracterizar,en
baseaparámetrosdeunmodelosencilo,algunaspatologíasdebase
electroﬁsiológicas.
2.Reconstruccióndezonasafectadaseneltejidocardíacomedianteel
usodeunmodeloiónicofenomenológico.Veriﬁcarlaﬁabilidaddela
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metodologíapropuesta,basadaentécnicasdefuncionesdenivel,para
caracterizaranomalíasenunsustratocardíaco(membrana)degeome-
tríabidimensional.Paraelregistrodelasactividadeléctricaseusaun
modelosimpledeelectrodomonopolar.
3.Demaneraescalonada,incorporacióndegeometríastridimensionales
mascomplejasalproblemadereconstruccióndezonasisquémicas.De
estaforma,extenderelalcancedelosresultadosdecaraasuaplicación
clínicaafuturo.
1.3. Estructuradelatesis
Adicionalesalpresentecapítulointroductorio,lapresentedisertaciónestá
compuestadesietecapítuloscuyasaportacionesseenumeranacontinuación:
ElCapítulo2presentalosfundamentoselectroﬁsiológicosbásicosque
describenelcomportamientodelcorazónyqueresultanrelevantespara
elentendimientodeestaTesisDoctoral.Deigualmanera,seexponen
losmodelosmatemáticosasociadosalageneraciónypropagaciónde
laactividadeléctricacardíacaasícomosusprincipalesformasderegis-
tro.Adicionalmente,sedescribenalgunasdelaspatologíascardíacasa
tratarenestaTesisDoctoral.
ElCapítulo3estádedicadoalosconceptosrelacionadosconelpro-
blemainverso,enparticular,seprofundizaráenelestadodelartedel
problemainversoencardiologíadescribiendolasprincipalestécnicasde
regularizaciónencontradasenlaliteratura.
ElCapítulo4abordaelproblemainversoenelectrocardiologíapara
caracterizarzonasisquémicaseneltejidocardíaco,enelcualsedaun
primeracercamientoalproblemausandounageometríabidimensional.
Parahacerestaaproximación,setomarándatossintéticostomadosde
unmodeloiónicoelectroﬁsiológicoquehasidoprobadoexperimental-
mente.Posteriormente,semostraránlosfundamentosymarcomate-
máticodelametodologíapropuestapararesolverelproblemainverso,
basadoenlaincorporacióndeunmodelofenomenológicosencilopara
lareconstruccióndelaszonasafectadas.Esteenfoquesupone,además,
unaformadeevitarellamadocrimeninversousandodatossintéticos.
ElCapítulo5extiendelasaportacioneshechasvalidandoelmétodo
propuestosobregeometrías3D.Estaextensiónsehacedemaneragra-
dual,comenzandoconaproximaciónescorazón-torsocomodosesferas
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concéntricas.Posteriormente,seconsiderangeometríasdesuperﬁciede
torsoycorazónrealistas.Adicionalmente,secomparanlosresultados
conunadelasprincipalestécnicasderegularización(Tikhonov),loque
permiteevaluarelalcancedelassolucionesobtenidas.
Finalmente,el Capítulo6,resumelasprincipalescontribucionesy
resultadosdeestaTesisDoctoral,además,describelasfuturaslineas
deestainvestigación.
Capítulo2
Modeladodelaelectroﬁsiología
cardíaca
LikethehumanheartVenezuelaisavibrantcone.Itsvertexisdown.
Aboveitsupturnedbasearetheairsoftheopensea:Spain,Europe,
NorthAmerica;butthevertexliesdeepwithinthenightofAmazonia
riversandjunglesofavisceralworldalmostaslargeasEurope.
Birthofa World:BolivarinTermsofhisPeoples
WaldoFrank(1951).
Enelpresentecapítuloseintroducenlosfundamentosdelaelectroﬁsio-
logíacardíacaylosconceptosmatemáticosnecesariosparaestaTesisDocto-
ral.Siguiendounalíneadescriptivaascendente,desdeelnivelmicroscópico
hastaelnivelmacroscópico,sepresentanparalelamentelosconceptoselec-
troﬁsiológicosylosmodelosmatemáticosasociados.Primero,sedescriben
lascaracterísticasgeneralesdelsistemacardiovascularysuprincipalórgano,
elcorazón.Posteriormente,seexponenlosfenómenosﬁsiológicospresentes
enlageneracióndelaactividadeléctricadeltejidocardíacoquedeﬁnenel
potencialdeacción.Sehaceespecialreferenciaalasdistintasfasesquelo
componenysedescribenlasdosformalidadesmatemáticasmásimportan-
tesparasimularlo,asícomoalgunodelosmodelosiónicosdereferencia.
Analogamente,sepresentanlosdosmodelosdepropagaciónmásusadosen
laliteratura.Acontinuación,sedesarrolalateoríapresenteenelregistro
delaactividadeléctricaypresentamoslasprincipalescaracterísticasdela
patologíacardíacadeinterésenestetrabajodeinvestigación,lacardiopatía
isquémica.
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2.1. Elcorazón
Elcuerpohumanoestácompuestodediferentessistemasfundamentales,
dondecadaunoesresponsabledeunafunciónespecíﬁcayesencial.Enelcaso
delsistemacardiovascular,sutareaeseldetransportarlasangreenelcuerpo;
latransferenciadelosalimentos,hormonas,residuosygasesmetabólicos
haciaydesdelascélulas.Secomponeprincipalmentedelasangre,losvasos
sanguíneos(arterias,venasycapilares)yelcorazón,queeslaparteprincipal.
Elcorazónesunórganomuscularsituadoenelladoizquierdodelpecho
entrelospulmonesyprotegidoporlacajatorácica.Sufunciónprincipales
bombearsangreatravésdelasarterias,venasycapilares.Estáseparadaen
dospartesprincipales,derechayizquierda,quesonsimilaresenestructuras
perodiferentesensufuncionalidad.Cadamitadrepresentaunprocesodistin-
toenelqueelsistemadecirculacióndelasangresedivide.Lapartederecha
estáacargoderecogerlasangredelcuerpoybombearlaalospulmonespara
suoxigenación.Porotrolado,laparteizquierdarecibelasangreyaoxigenada
delospulmonesylabombeaalrestocuerpo.Delmismomodo,estaspiezas
principalessedividenendossecciones:superioreinferior,lamadasaurículas
yventrículos,respectivamente[70].Porlotanto,uncorazónmamíferoestá
comprendidodelasaurículasizquierdayderecha,ylosventrículosizquierdo
yderecho.Estasseccionesestánconectadasporunapequeñamembranala-
madaválvula,queimpideelﬂujodesangrehaciaatrásentrelasdoscámaras
cuandoventrículossecontraen(Figura2.1).
Secomponeprincipalmentedetejidomuscularcardíaco,conocidocomo
miocardio,elcualestárecubiertoensuinteriorporunacapalamadaendo-
cardioyenelexteriorporunacapalamadaepicardio.Cadaunadeestas
capastienenfuncionesycaracterísticasdistintas.Enlaparteexternadelco-
razónencontramoselpericardio,unamembranaﬁbroserosaqueactúacomo
capaprotectora,envolviendoalcorazónyalosgrandesvasosseparándolos
delasestructurasvecinas.Elepicardio,esunamembranaviscosaquecubre
lasuperﬁcieexternadelcorazón,consisteprincipalmentedetejidoconectivo
ygrasa.Elmiocardio,estácompuestacasicompletamentedecélulasmuscu-
laresmiocárdicasomiocitos,lascualessonresponsablesdelacontraccióny
relajacióndelosventrículosyaurículas.Finalmente,elendocardio,lacapa
masinternadelcorazón,estáformadaporunamembranaquerevistein-
ternamentelasaurículasyventrículos.Estácompuestaprincipalmentepor
célulasendotelialesyunadelgadacapadetejidoconectivolaxo.
Desdeelpuntodevistamicroscópico,lascélulasmuscularesmiocárdicas
(miocitos)sedistinguengeneralmenteporsufunción,queestáfuertemente
asociadaasuanatomía.Losmiocitoslocalizadosenelmiocardio,tienenla
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Figura2.1:Laanatomíadelcorazón:Elcorazónestácompuestoporcua-
trocámaras:dosaurículasydosventrículos,lascualessonresponsablesdel
bombeodelasangrehacialospulmonesylosórganosperiféricosatravésde
lasarterias.Ilustracióntomadade[81]
labordeiniciarytransmitirlaexcitacióneléctrica.Diferenciasenvolumen,
superﬁcieydistribucióndesuscomponentescelularespuedenencontrarsede-
pendiendodeciertaspatologías,edadoinclusoentredistintasespecies[70].
Losmiocitosestándispuestoslongitudinalmenteformandoﬁbrasmuscula-
resalargadas,queasuvezmediantelaunióndeotrasﬁbrasmusculares,
constituyenpaquetescilíndricoslamadosfascículos.Delaunióndedistintos
fascículosseconformaelmúsculocardiaco.Portanto,seconsideraqueel
musculocardíacoesunsincitiodemuchascélulasmuscularescardíacasin-
terconectadasquefuncionacomounasolaunidadcoordinadayquepermite
elintercambiodemoléculaseimpulsoseléctricos.Engeneral,elcorazónse
componededossincitiosdistintos:elauricularyelventricular,separadospor
untejidoﬁbrosoquelosaislaelectricamente.Deestaforma,lacontracción
deambasregionessehacedemaneracoordinadapermitiendoelbombeode
sangrealospulmonesyvasosperiféricos.
Delodescritoanteriormente,sepuedeobservarlaestrecharelaciónexis-
tenteentreladinámicadelcorazónylosimpulsoeléctricos.Enlasiguiente
secciónsedaunadescripciónmasdetaladadelaelectroﬁsiologíacardíaca.
Deigualmaneraseexplicanlaspropiedadesdelapropagacióneléctricaen
eltejidocardíaco,asícomolabasedelosprincipalesmétodosdemedición
8 Capítulo2.Modeladodelaelectroﬁsiologíacardíaca
usadosactualmenteparaelestudiodeladinámicaderegistroeléctricodel
corazón.
2.2. Electroﬁsiologíacardiaca
Enlasultimasdécadas,sehahechounenormeprogresoparalacom-
prensióndelaelectroﬁsiologíacardíaca.Experimentosadiferentesnivelesde
abstracciónsehanlevadoacaboparacontribuiralaprolongacióndela
vidayladisponibilidaddeherramientasparaunagestiónoportunadelas
enfermedadescardiovasculares.
Datosexperimentaleshanmostradoqueelcomportamientoeléctricodel
músculocardíacosedebealatransferenciadeionesquetienelugarenlacélu-
lamuscularomiocito.Esteprocedimientosigueelmismomecanismoquelas
neuronas,esdecir,desdelaentradadesodioatravésdelamembranamuscu-
lar.Paralosmiocitos,loscanalesiónicosconstituyenunaclasedemembrana
deproteínasfundamentalparalatransferenciadeseñaleseléctricas[44].En
estesentido,debidoaquelaconcentracióndeionesdentroyfueradelas
célulasesdiferente,secreaunpotencialpotencialeléctricoalosdoslados
delamembranacelular.Enconsecuencia,latransferenciadeionesatravés
delapareddelacélulaprovocacambiosenelvalordedichospotenciales.
Conelﬁndepermitirlatransferenciadeionesatravésdelamembrana
celular,loscanalesiónicosrepresentanunaparteimportanteenesteproce-
so.Datosexperimentaleshandemostradoqueunmismocanaliónicopuede
cambiaraleatoriamentedeunestadoconductoraunono-conductor.Estas
transicionessepuedenproducirdebidoalatensiónpresenteenelsistema,
paraaestablecerocontrolarelﬂujodeiónes(principalmentesodio,potasio
ycalcio),entreotrosfenómenos.Deestamanera,elcomportamientodeestos
canalespuedesercuantiﬁcarporgrupos,comosigue[70]:
CanalesdeSodio:sonlosresponsablesdelarápidadespolarizaciónde
losmiocitos[55].Adicionalmente,datosexperimentaleshanmostrado
quesielpotencialexcedeciertoumbral,seproduceunatransición
rápidaaunestadodealtaconductividad.Estaconductividadsereduce
rápidamenteluegodelaactivación.
Canalesdepotasio:sonprincipalmenteresponsablesdelarepolariza-
cióndelos miocitos.Sinembargo,loscanalesdepotasio muestran
unagrandiversidadensuestructuramolecularyelectroﬁsiología.Dis-
tintostiposcondiversoscomportamientos,conrespectoaltiempode
activación,sepuedenencontrareneltejidocardíaco.Estoscanalesse
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puedendividirentrescategoríasprincipales:reguladoresdepotencial,
rectiﬁcadoresdecorrienteinternaylascorrientesdeK+defondo.Las
variacionesenlaspropiedadesdeloscanalesdepotasio,segúndatos
experimentales,parecenserdebidasaposiblesdiferenciasentretejidos
sanosytejidosafectados[63].
CanalesdecalcioAligualqueloscanalesdepotasio,loscanalesde
calcio muestranunadiversidaddistinguibleporsucomportamiento
electroﬁsiológico.Sedividenendosgrandesgrupos:tipo-Lytipo-T.
Loscanalesdecalciotipo-Lmuestranunﬂujodeionesrelativamente
grandeydelargaduracióndespuésdelaactivación.Porelcontra-
rio,loscanalesdecalciotipo-T,presentanunﬂujodeionespequeñoy
transitorio.
Figura2.2:Electroﬁsiologíadelacélulamuscularcardiaca.Ilustraciónextra-
idade[54]
2.2.1. Elpotencialdeacción
Comosehamencionadoanteriormente,diferentesionespuedenmoverse
atravésdelamembranacelularatravésdeloscanalesiónicos.Estoscanales
puedenpermitirelpasodeciertostiposdeionesyrestringirelpasodeotros.
Comolosionessonmoléculascargadas,ungradienteeléctricoescreadoa
travésdelamembranacelular.Porlotanto,segeneraunimpulsoeléctrico
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producidoporlainteracciónentrelosprocesosiónicosdemembrana,cono-
cidocomoelpotencialdeacción(AP,delinglésActionPotential).ElAP
diﬁereenformaconrespectoalaubicacióndelacélulaenelcorazón(ver
Figura2.3).Porejemplo,sepuedeobservarquecélulassubendocárdicasubi-
cadasenelventrículoposeenpotencialesdeacciónmaslargosquelascélulas
localizadasenlasaurículas.Esto,entreotrasdiferenciasfuncionalespuede
ayudaraexplicardiferenciasentrelasregionesaniveldeefectoselectroﬁ-
siológicos.Porotrolado,comoseverámasadelante,estasdiferenciasdará
alugaradistintosmodelosmatemáticosparadiferentesregionesdeltejido
cardíaco.
Figura2.3:Diferenciasdelamorfologíadelospotencialesdeaccióndeacuer-
doalalocalizacióndelacélulaenelcorazón.Ilustracióntomadade[54]
Paraentendermejorlaevolucióndelpotencialdeaccióndeunmiocito
ventricular,sepuedesepararencincofasesdistintas,numeradasdel0al4,
dondelafase4correspondealpotencialdereposodelamembrana,esdecir,
cuandolacélulanoestáestimulada(comosemuestraenlaFigura2.4)[39]:
Fase0:fasedeiniciaciónoascendentedelpotencialdeacción.Corres-
pondealafaseenlaquelacélulainiciaunarápidadespolarización
debidoporlaaperturadeloscanalesrápidosdeNa+ luegodeuna
excitación.Lapendienteenestafasecorrespondealatasamáxima
dedespolarizacióndelacélula.Laaperturadeloscanalesdesodioes
breve,porloquealcabodeunosmilisegundosloscanalesseinactivan
paracerrarelﬂujodeionesdeNa+.
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Fase 0
Fase 1
Fase 2
Fase 3
Fase 4
200 ms
Figura2.4:Distintasfasesdelpotencialdeacción.Fase0:fasedeiniciación
oascendentedelpotencialdeacción;Fase1:repolarizaciónrápida;Fase2:
plateudelpotencialdeacción;Fase3:repolarizaciónﬁnalyFase4:potencial
dereposo.
Fase1:repolarizaciónrápida.Tienelugarluegodelainactivaciónde
loscanalesdesodio.Enestemomento,loscanalesdepotasioseabren
paradarcomienzoalprocesoderepolarizaciódebidoalmovimiendode
losionesdeK+.
Fase2:plateudelpotencialdeacción.Enestafaseotroscanalesió-
nicossonactivadosconunatasamuchomaslenta.Lasdoscorrientes
dominantessonICayIKcreandounbalanceentreelaslocualproduce
laformademesetaenelpotencialdeacción.
Fase3:repolarizaciónﬁnal.Seiniciacuandoloscanalesdecalciose
cierran,dejandoactivadosúnicamentealoscanalesdepotasio.Estoda
alugarauncambionegativoenelpotencialdemembrana.Finalmente,
loscanalesdepotasioseinactivanparadejarelpotencialdemembrana
aunvalordeentre-80y85mV,devolviendolaasuvalordereposo.
Fase4:potencialdereposo.Elmiocitoventricularyauricularpermane-
cenenunafaseconstantehastaqueunnuevoestímulolevaalpotencial
demembranaalumbrallocualiniciaunnuevopotencialdeacción.
Delpotencialdeacción,sepuedenextraerunacantidaddecaracterísticas,
quesondegranutilidadalmomentodeestudiarelcomportamientoeléctrico
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deltejidocardíaco.Comoporejemplo,elpuntomáximodelpotencialde
acciónalﬁnaldelafase0,conocidoeningléscomoupstroke,secaracteriza
porlavelocidadmáximadeincremento.Unadescensodeestatasaseasocia
usualmenteaunadisminucióndelavelocidaddeconduccióndeltejidoypor
tanto,aunareduccióndelaconductanciadelsodio[36].Otracaracterística
importanteenelestudiodeladinámicacardíacaestáasociadaaladuración
delpotencialdeaccion(APD,delinglésActionPotentialDuration,usual-
mentecalculadocomoelintervaloentreeltiempodeactivaciónyeltiempo
enelquesealcanzael90%delarepolarizacióndelpotencialdemembra-
na.Estevalorpuedeverseafectadopordistintosfactores,entreloscualesse
tiene,unincrementoenlaconcentracióndepotasioextracelularcausaríaun
aumentodelAPD.Porotrolado,larelaciónquedescribeelintervaloentre
dosestimulacionesylaAPDdelasegundarespuestasedenominaperiodo
derestitucióndelpotencialdeacción,elcualvaríaencondicionesnormales
yenlapresenciadepatologíascardíacas[46].
Enlassiguientessecciones,sepresentanaproximacionesmatemáticasque
intentanexplicarlosfenómenosencontradosenlaactividadeléctricacar-
díaca.Adicionamente,semuestraunabreveintroduccióndelosprincipales
modelosquesepuedenencontrarenlaliteratura.
2.3. Modelosiónicos
Enlasúltimascuatrodécadassehanproducidoungrannúmerodeavan-
ceseneldesarrolodemodeloscomputacionalesparasimularyanalizarla
actividadeléctricadeltejidocardiaco.Distintosmodelosmatemáticossehan
propuestoparadescribirladinámicaeléctricaenlasuperﬁciedelcorazón,la
mayoríadeelossondescripcionesusandoecuacionesdiferencialesparciales
(PDE).Sinembargo,escomúnencontrarotrotipodeformulaciones,tales
comomodelosestadísticosdeautómatacelular[82].Estosmodelosson,enla
prácticamuyútilpordosrazonesprincipales:sonfácilesdeprogramarynos
permitenreproducircaracterísticasinteresantesconunesfuerzocomputacio-
nalmoderado.Porotrolado,losmodelosbasadosenEDP,porlogeneral
ecuacionesparabólicas,tienenencuentadiversosfactoresqueintervienenen
laactividadeléctrica,talescomo:distintosestadosdeexcitaciónenlosque
sepuedenencontraralascélulaseneltejidocardiaco,lapropagacióneléc-
trica,lascorrientesiónicas,etc.SinoscentramoseneltérminoiónicoIde
lasformulacionesanteriores,losmodelossepuedenclasiﬁcarendosgrandes
grupos:losmodeloselectroﬁsiológicosyfenomenológicos.
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2.3.1. ModelosElectroﬁsiológicos
Losmodeloselectroﬁsiológicostienencomoobjetivoprincipaldescribir
elmovimientodeionesentrelaregiónintracelularylaextracelularenun
pequeñoentornodemembrana.Elplanteamientomatemáticobásicofuede-
sarroladoporSirAlanHodgkinySirAndrewHuxley[37],quienesfueron
galardonadosconelPremioNovelenFisiologíayMedicinaenelaño1963.
Desdeentonces,lastécnicasexperimentalesparaestudiarlaspropiedadesde
lamembranacelularsehanmejoradocontinuamente,desarrolandonuevos
modeloselectroﬁsiológicosdeprecisióncadavezmayor.Acontinuación,se
haceunapequeñadescripcióndelosprincipalesmodelosiónicoselectroﬁsio-
lógicosencontradosenlaliteratura.
2.3.1.1. FormulacióndeHodgkinyHuxley
Basadosenlasimilitudentrelosionesdeﬂujoyelmovimientosdelas
cargaseléctricasatravésdeuncable,escomúnparaanalizarelcomporta-
mientodelamembranacelularusandolateoríadecircuitos,comoHodgkin
yHuxleysugirieronensutrabajo.Porlotanto,unmodelodemembrana
celularpuededescribirseusandolaformulacióndemonodominiodeﬁniendo
elpotencialtransmembanacomoladiferenciaentreelpotencialintracelular
(φi)ypotencialextracelular(φe),esdecir,v=φi−φe,comosigue
Im=Cmdvdt+Iion−Istim, (2.1)
Cm representalacapacidadasociadaalamembranacelular;Iioneslasuma
detodaslascorrientesiónicaspresentesenelsistemay,ﬁnalmente,Istim
representalafuenteexternadeestimulaciónqueiniciaelpotencialdeacción.
Lacontribucióndetodosestoselementosproporcionalacorrientetotalque
ﬂuyeatravésdelamembranacelular,ocorrientetransmembrana,Im.
LaformulacióndeHodgkinyHuxleyfuedesarroladoparaunasolacélula
aislada;bajoestascondiciones,lacorrientenopuedeﬂuirhaciaeldominio
intracelular,porlotantotenemosIm =0,yelcambiodevoltajedela
corrientetransmembranaVmpuededescribirseusandolasiguienteexpresión:
∂Vm
∂t =
1
Cm(Iion−Istim). (2.2)
Enestaformulación,lacualsirvedebaseparagranpartedelosmode-
losiónicospresentesenlaliteratura,cadacorrienteiónicaInserigeporla
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espacio extracelular
espacio intracelular
INa INa,b IS
IKI IXI
Vm
[Ca2+]i
Modelo Beeler-Reuter
Figura2.5:DiagramaesquemáticodelmodeloBeeler-Reuter.Dondesepue-
deobservarlasdireccionesdelascorrientesiónicaspresentesenelmodelo.
Ilustracióntomadade[70].
siguienteexpresión
In=¯gn(Vm−Vn). (2.3)
dondeVneselpotencialdeNerstdeln−ésimocanaliónico,ygneslacon-
ductanciadelcanaliónico.
Dadasusimplicidad,elformalismoHodgkin-Huxleysehautilizadopara
desarrolarmodelosdemembranasycélulaseneltejidocardíacocadavezmás
realistas.Inicialmente,seintrodujeronmodelosbasadosenexperimentoscon
animales,hoyendía,podemosencontrarmodelosqueincluyendescripciones
detaladasdelcomportamientodelasestructurasintracelulares,asícomode
lainﬂuenciadelasterapiasfarmacéuticas.
Enlasiguientesección,sedescribenalgunosdelosmasimportantesmo-
deloselectroﬁsiológicosdecélulacardíaca.Paraunadescripciónmasexten-
dida,en[70,pag.172]semuestraunatablaresumidaconalgunosdelosmas
importantesmodelospresentadoshastael2003.
2.3.1.2. ModelodeBeeleryReuter
Enelaño1977,BeeleryReuler[6]presentaronunmodelodeochovaria-
blesquedescribelaelectroﬁsiologíadelasﬁbrasdelmiocardioventricularen
mamíferos.Secomponedecuatrodelasochodiferentescorrientesiónicasco-
nocidasenelmomentoenelmúsculocardíaco.Lasvariablesdelmodeloson:
elvoltajetransmembranaVm,laconcentraciónintracelulardecalcio[Ca2+]i
yseisparámetrosdeactivacióneinactivaciónquecontrolanlaconductan-
ciadelamembranacelular.Cadaunodeestosparámetrosserigeporuna
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INa INa,b ICa,L INaCa Ip(Ca) ICa(T) ICa,b
IKr IKs IK1 IKp Ito INaK IK(Na) IK(AT P) Ins(Ca)
JSR NSR
Sarcoplasmic Reticulum
Troponin
Calmodulin Calsequestrin
Itr Iup
Ileak
Irel
Figura2.6:DiagramaesquemáticodelmodeloLRd07paraunmiocitoven-
tricular.
ecuacióndeHodgkin-Huxleyconcoeﬁcientesdevelocidaddetransferencia
especíﬁcamenteelegidos[70].
Estemodeloescapazdedescribirfenómenosexperimentalestalescomola
recuperaciónlentadelainactivacióndelsistemadesodio,ladependenciade
frecuenciadeladuracióndelpotencialdeacción.Sinembargo,laprincipal
característicaadicionaldelmodelodecorrienteiónicaBeeler-Reutereslain-
corporacióndeunarepresentacióndelaconcentracióndecalciointracelular.
EnlaFigura2.5semuestraundiagramaesquemáticodelasdireccionesde
lascorrientesionicasparaestemodelo.
2.3.1.3. ModelodeLuoRudy
Entrelosmodelosdetipoelectroﬁsiológicomasreferenciadosactualmente
seencuetraelpropuestoporLuoyRudy[51],elcualdescribeelcomporta-
mientodelascélulasventricularesdeuncobayo.Elmodeloesunacontinua-
cióndelpropuestoporBeeleryReuterusandounaformulaciónsimilarcon
datosexperimentalesmasrecientes,originalmentesecomponedeuntotal
deseiscorrientesiónicasyochovariablesdeestado.Sinembargo,hasido
actualizadovariasvecesdesdequefuepublicado,graciasainformaciónex-
perimentalmasreciente. Acontinuaciónsemuestraunabrevedescripción
decadaunadelasaportacionesparacadaversióndelmodelodeLR[2]:
LRd91elprincipalaportedeestaversiónconrespectoalmodelopre-
sentadoporBeeleryReuter,estáenladescripcióndetaladadela
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corrientenodependientedeltiempodeK+.lacualhasidoseparada
entresdistintascorrientes:IK1,IKp,Ib[51].
LRd95Incluyedoscorrientesseparadas:IKr yIKs,lascualesayudan
adescribirconmayordetalelacorrientedepotasioquedependedel
tiempo[84].
LRd99redeﬁnelacorrienteIKsyreformulalacorrienteIrel,CICRlacual
describelaliberacióndecalcioenelretículosarcoplásmico[78].
LRd00reformulalacorrienteIrel,CICRyelintercambiadordesodio-
potasioINaCa[23].
LRd07incluyeinformaciónactualizadadeexperimentossobrelaco-
rrienteICa(L),además, mejoraelprocesodecaptacióndecalcioen
retículossarcoplásmico[50].
LaFigura2.6muestraundiagramadelascorrientesiónicaspresentesen
laversiónLRd07delmodelodeLuo-Rud[50]
2.3.2. Modelossimpliﬁcados
Adiferenciadelosmodeloselectroﬁsiológicos,losmodelossimpliﬁcados(o
detipofenomenológicos)estánorientadosaminimizarlacomplejidaddelos
primeros.Estetipodemodelosintentanreproducir,deunamanerasimple,
losefectosmasimportantesdelasdistintascorrientesiónicas.
2.3.2.1. ModelodeFitzHugh-Nagumo
Entrelosmodelosfenomenológicosmasimportantessetieneelpropues-
toporFitzHughyNagumo[30,59].Elsistemafuepresentadoprimeropor
FitzHughenelaño1961,elcualsebasaenlasecuacionesdevanderPol
[20],yalmomentodeproponerlololamóelmodelodeBonhoeﬀer-vander
Pol.Posteriormente,Nagumoetal,enelaño1962,desarrolarónelcircui-
toequivalentequedescribeunprototipodeunsistemaexcitable,comopor
ejemplounaneurona.Laprincipalmotivacióndeestemodelofue,porun
lado,dadalascomplicacionescomputacionalesdelaépoca,obtenerunmo-
deloquepudieraexplicarlaspropiedadesbásicasdelaexcitabilidaddeun
medio,conunsistemamuchomassenciloqueelpropuestoporHodgkiny
Huxley.Estoselogróaislandoconceptualmentelaspropiedadesmatemáticas
delaexcitaciónylapropagaciónelectroquímicasdelﬂujodeionesdesodio
ypotasio.Elmodelomatemáticoconsisteenunsistemadedosvariablesde
estadocomosemuestraacontinuación
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dv
dt =
v−v33−w+D∇2v, (2.4)
dw
dt = (v+β−γw), (2.5)
dondevrepresentaelpotencialtransmembranaywvieneaserlarecupe-
racióndelacélula,lacualseasumecomounadinámicalineal.Losvalores
delosparámetrossetomantípicamenteentre0<|β|<√3,0<γ<1y
<<1.Enelcasodesimularuntejidocardíaco,seagregaunparámetro
dedifusiónparalaecuacióndev,lacualfuepropuestaprincipalmentepor
Nagumo.
Estaaproximaciónhasidoampliamenteusadaenlaliteraturaporsu
simplicidadycapacidaddegeneralización.Sinembargo,carecedemuchas
propiedadesimportantescomoporejemplolafaltadeescalastemporales
separadasparaladespolarizaciónylarepolarización,además,nocuentacon
unatasaparaajustarelAPD.Porotrolado,estemodelonotieneencuenta
unintervalodiastólicomínimodistintodecero,locualesunacaracterística
claveenlascélulascardíacas.
Porestarazón,ydadoquenotomaencuentaningúnprocesoiónicoreal,
elmodelodeFitzHugh-Nagumoraramenteesutilizadopararepresentarmas
quelaspropiedadesmasgeneralesdelaactividadeléctricacardíacatales
comoelprocesodeexcitaciónypropagación.
2.3.2.2. Modelode MitchelySchaeﬀer
DesdeeltrabajodeHodgkinyHuxley,sehanpropuestodistintos,yca-
davezmascomplicados,modelosbasadosensoﬁsticadosexperimentos.Sin
embargo,luegodevariosestudiosFentonyKarma[24,25,26];plantearon
unmodelodecomplejidadmínimaquereproduce,cualitativamente,elcom-
portamientodemodelosmasﬁsiológicos.Basadosenestaidea, Mitchely
Schaeﬀer[57]formulanunmodelodesólodoscorrientesque,deacuerdoa
losautores,escapazdereproducirelfenómenoderestitución.
Elmodelodelasdoscorrientes(TC,delinglés(Two-Currentmodel)),
sepuedeobtener,luegodevariasreescalas,comouncasoespecialdelas
ecuacionespresentadasporKarma[42]yessimilarenesenciaalenfoquefe-
nomenológicopropuestoporFitzHung-Nagumo[29,29].Unadelasgrandes
ventajasquetieneelmodeloTC,esquecontienecuatroconstantestempo-
rales,quecorrespondenalascuatrofasesdelpotencialdeaccióncardíaco:
iniciación,meseta,decaimientoyrecuperación.Adiferenciadelmodelode
FitzHugh-Nagumoqueestácompuestodesolodosconstantesdetiempo[13].
18 Capítulo2.Modeladodelaelectroﬁsiologíacardíaca
Además,debidoasusimplicidad,elmodelopuedeserentendidoanalítica-
mentesinrecurrirasimulacionesnuméricas.Estopermitedeterminarmas
completamentecómolosdiferentesparámetrosdelmodeloafectanasucom-
portamiento,proporcionandodeestemodounaideademodelosmasrea-
listas.Deigualmanera,lasimplicidaddelasecuacionespuedefacilitarel
cómputodesimulacionesextendidas.Secomponedesólodosecuacionesdi-
ferencialesordinarias(EDOs)dedosvariables:elpotencialtransmembrana
vylapuertadeinactivaciónh,ambasvariablessonadimensionalesyestán
escaladasentre0y1.Laecuacióndelvoltajesedeﬁnecomo:
dv
dt=f(v,h)=Jin(v,h)+Jout(v)+Jstim(t), (2.6)
dondef(v,h)eslasumadelascorrientesdeentrada,desalidayunafuente
externadeestimulación,dadaspor
Jin(v,h) = hτinv
2(1−v), (2.7)
Jout(v,h) =− vτout. (2.8)
LacorrientedeentradaJinrepresentalacombinacióndetodaslasco-
rrientesqueaumentanelvoltajeatravésdelamembrana(principalmente
sodioycalcio).Porotrolado,lacorrientedesalidaJout,eslacombinación
detodaslascorrientesquedisminuyenelpotencialdemembrana(principal-
mentepotasio).LacorrientedeestímuloJstim,esunacorrienteexternaque
inicialaactivacióndelacélula.Laotravariable,lapuertadeinactivaciónh,
queregulaelﬂujodelacorrientedeentrada,serigeporlasiguienteODE
dh
dt=G(v,h)=
(1−h)/τopen, v<vcrit
−h/τclose, v≥vcrit (2.9)
Otrosejemplosmasrecientesdemodelosfenomenológicosqueseencuen-
tranenlaliteraturason:ElmodelodeCantalapiedra[14]queestácompuesto
decincovariablesysebasaenelmodelodelastresvariablesiónicaspro-
puestoporFentonyKarmadelaño1998[26],estemodeloesdeespecial
interésparaelestudiodelsíndromedeBrugada[10].Elmodelomínimo(en
inglésTheminimalmodel),propuestoporBueno-Orovioetal[11],elcual
consisteencuatrovariablesbasado,deigualmanera,enelmodelodeFenton
yKarma.Deacuerdoasusautores,estemodelocontienelamínimacantidad
devariablesnecesariasparaobtenerdistintasformasdepotencialesdeacción
realistas.
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2.4. Modelosdepropagacióncardíaca
Dependiendodesielsustratocardíacoesconsideradocomosólounoo
dosmedios(intracelularyextracelular)escomúnparadistinguirentredos
tiposdemodelo:monodominioybidominio.Elprimerodeelossebasaen
lasiguienteformageneral
∂v
∂t=∇·D∇v+I, (2.10)
dondeveselpotencialtransmembrana,lavariablequemarcaelestadode
excitacióndeltejido;Drepresentalaconductividad,elcualesuntensor
queindicalaspropiedadesdeconduccióndeltejidocardíacoylavariable
Iseasociaaltérminofuentedelaecuación,lacualestácompuestadelas
corrientesiónicasenvueltasenlageneracióndelaactividadeléctrica.Por
otrolado,setieneelmodelobidominio,lacualesunaextensióndelmodelo
monodominioincluyendolosefectosdelsustratoextracelular,engeneral,se
puededescribirdelasiguienteforma
∂vi
∂t=∇·Di∇vi+Ii, (2.11)
∂ve
∂t=∇·De∇ve+Ie, (2.12)
donde,analogamente,viyverepresentanelpotencialintracelularyextra-
celular,respectivamente;DiyDesimbolizanlaconductividadparacada
sustrato;yﬁnalmente,IieIesonlasrespectivascorrientesiónicas.Elmode-
lobidominioseconsidera,desdeelpuntodevistamacroscópicomasrealista
queelmodelomonodominio.Sinembargo,Potseetalen[64]realizaronsi-
mulacionesdeuncorazónhumanoparaambosmodelos,encontrandopocas
diferenciasentreambasaproximaciones.Lapropagacióndelaactivaciónse
observósolo2%masrápidaenelcasodelmodelobidominio.Enenca-
sodeloselectrocardiogramassimulados,seencontróqueeranvisualmente
indistinguibles.
Enelsupuestodondeseconsidereigualdaddeanisotropía,laconducti-
vidadenlasdosregionessepuederelacionarconunaconstante:Di=kDe.
Porlotanto,seobtienequequelasecuacionesbidominiosereducenauna
formulaciónmonodominio[35].Porlotanto,lapresenciadelaigualdadde
anisotropíaseráladiferenciaentreelusodeunmodelodemonodominioo
bidominio.
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2.5. Métodosderegistrodelaactividadeléc-
trica
Lapropagacióndelaexcitacióneléctricaenelcorazónesunfenómeno
concaracterísticasespacialesytemporales.Porlotanto,debeserregistrado
utilizandounmétododeenmarcadoenestosespacios.Enlaactualidad,se
puedeencontrarunagrancantidaddetécnicasbasadasensistemaselectro-
cardiográﬁcos,magnetocardiográﬁcososistemasdemapeoópticos,quese
handesarroladoconelﬁndegrabarlapropagacióndelaexcitacióneléc-
trica.Enpartucular,lossistemaselectrocardiográﬁcosregistranlaactividad
eléctricautilizandoelectrodosyprocesamientodelaseñal[70].
2.5.1. Electrocardiograma
Apesardesusimplicidad,elelectrocardiograma(ECG)eslaherramienta
noinvasivamásutilizadapararegistrarlaactividadeléctricadelcorazón.En
elañode1889,Augustus Walerempleóestatécnicaporprimeravezenun
corazónhumanousandounvoltímetrocapilarcomodispositivoderegistro
[79].Añosmastarde,WilemEinthovenfuegalardonadoconelPremioNovel
en Medicinaen1924porsuscontribucionesenelusodeestatécnica[22].
Siendoelresponsabledeintroducirmuchosdelosconceptosusadosactual-
mente,comoporejemplo,eletiquetadodelasdistintascurvas,ladeﬁnición
dealgunoslugaresderegistroestándar,entreotrosaportes[7].Einthoven,
utilizólasletrasdelalfabeto:P,Q,R,S,TyU,paraetiquetarlasdistintas
curvaspresentesenelelectrocardiograma,estetipodeetiquetadosirvecomo
baseparalacaracterizacióndelECGparaciertaspatologías.EnlaFigura
2.7,semuestraelECGdeuncorazónencircunstanciasnormales,consu
respectivoetiquetado.
ElECGrepresentalaactividadeléctricadetodoelcorazón,describiendo
lasumadetodoslospotencialesdeaccióngeneradoseneltejidocardíaco.La
lejaníaentreloselectrodosdelECGcolocadosenlasuperﬁciecorporalyel
corazónpermiteextraerinformaciónacercadesufuncionamientoglobal.Con
estatécnicasedetectanyampliﬁcanenlasuperﬁciedelcuerpolospequeños
cambioseléctricosqueseproducecuandoeltejidocardíacosedespolariza
durantecadalatidodelcorazón.Portanto,conlaayudadeelectrodosco-
locadosenposicionesestratégicas,sepuededetectarunamplioconjuntode
patologíascardíacas.
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Figura2.7:EtiquetasdelasdistintascurvasdelECG
Modelode medidasremotas
SeaVm elpotencialtransmembranacalculadomediantelaaproximación
monodominio.SiquiendolaTeoríaConductordeVolumen(eninglés,Volume
ConductorTheory[54]),elpotencialencualquierpuntori=(x,y,z)del
i-ésimoelectrodosepuedeobtenerdelasiguienteexpresión:
ϕi(r;t)= 14πσ Ω
κ∇2Vm(r,t)
|r−ri| dΩ, (2.13)
dondeσrepresentalaconductividaddelmedioyr=(x,y,z)representade
lacélulaeneltejidocardíaco.
2.6. Elproblemadirectoenelectrocardiología
Elproblemadirectoenelectrocardiografíaconsisteenelcálculodelos
potencialesdelasuperﬁciecorporaloenlasuperﬁciedelcorazónasocia-
dosaunadeterminadadistribucióndepotencialestransmembranadentro
delcorazón,bienapartirdedipolosquerepresentanlaactividadeléctrica
delcorazónodepotencialesenelepicardio.Enestesentido,Gulrajani[53]
englobaelproblemadirectoendosenfoquesdiferentes:solucionesentérmi-
nosdeladistribucióndelpotencialysolucionesentérminosdefrentesde
activación.EnesteTesis,setomaráencuentasoloelprimercasoconsus
dossubdivisiones:(1)medidasremotastomadasdesdelasuperﬁciedeltorso
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Problema Directo en 
Electrocardiografía 
8 > > > > > > > > > > > > > > > > > > < > > > > > > > > > > > > > > > > > > :
a b c
Figura2.8:ComposicióndelProblemaDirectoenElectrocardiografíapara
lageneracióndedatossintéticos.Ilustracióntomadade[54]
y(2)medidasintracavitarias(véaseFigura2.9).Paraestosdosescenarios,
sepuededecirqueelproblemadirectoestáformadoporlacomposiciónde:
unmodeloiónico,unmodelodepropagaciónyporúltimounmodelode
captación(véaseFigura2.8).
Figura2.9:Tiposdeformulacionesdelproblemadirectoenelectrocardiogra-
fía.(a)Soluciónentérminosdepotencialesymedidasremotasobtenidaspor
electrodossituadosenlasuperﬁciedeltorso.(b)Soluciónentérminosde
potencialesymedidasremotasobtenidasporelectrodosintracavitarios.(c)
Soluciónentérminosdefrentesdeactivación
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2.7. Isquemiamiocárdica
Lacardiopatíaisquémicaseproducecuandosebloqueaunaomásarterias
coronariasquesuministransangrealmiocardio,porloqueeltejidocardía-
conorecibesuﬁcienteoxígeno.Estaalteraciónpodríaocasionarlamuerte
deltejido,condiciónqueseconocecomoinfartocardíaco.Estudiosexperi-
mentalesmuestranque,luegodelaobstruccióndelaartería,seobtienen
cambiosimportantesenelcomportamientoelectroﬁológicosdeltejido,tales
comocomoladisminucióndelaamplitudyduracióndelpotencialdeacción.
Estoscambiossepuedendeberporunladoporlasupresióndeoxígenoenel
tejidoyporotroladoporlaacumulacióndesustratocomoelpotasioenel
tejidoextracelular[58,85].Estoscambioseléctricoseneltejidosoncausados
principalmenteporhipoxia,hipercalemiayacidosis.
Hipoxia.Esunacondiciónpatológicaenlacualeltejidocardíacose
privadeuncorrectosuministrodeoxígeno.Locualcausaunareducción
signiﬁcativaenladuracióndelpotencialdeacciónparalascélulas
cardíacas.
Hipercalemia.Sereﬁerealaelevacióndelaconcentraciónextracelu-
lardepotasiolocualdisminuyelaexcitabilidadyretrasaelperiodo
derecuperacióndeltejidocardíaco.Unadelasmayoresconsecuencias
electroﬁsiológicasdelahipercalemiasonelincrementodelpotencialde
restituciónyladecrecimientodelaelevaciónmáximadelpotencialde
acción,loqueconlevaaunadisminucióndelaamplituddelpotencial
deacciónylavelocidaddeconducción.
Acidosis.SeproduceporunareduccióndelpH,locualdisminuyela
conductanciamáximadelascorrientesdesodioycalcio.Losefectos
delaacidosissemaniﬁestancomounareduccióndelaamplituddel
potencialdeacciónyunincrementodelpotencialderestitución.
Estásalteracionesenlaactividadeléctricadelcorazóndebidoalapre-
senciadetejidoisquémico.Estoscambiossepresentanprincipalmenteenlas
formasdelacurvaST-TylaondaQ(véaseFigura2.10).Delaelevaciónde
lacurvaSTsepuedenextraerinformaciónimportantetalescomolocaliza-
cióndelaarteriarelacionadaconlaisquemiaoestimacióndeltamañodela
zonaafectada[9].
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Figura2.10:CambiosenlaelevacióndelacurvaSTbajolapresenciade
isquemia.Paracadaunadelasfases(I,IIeIII)sepuedeobservarcomola
elevacióndelacurvaSTaumentaamedidaqueelgradodelazonaafectada
esmayor.Figuratomadade[9].
Capítulo3
Elproblemainversoen
electrocardiología
Mostpeople,ifyoudescribeatrainofeventstothemwiltelyou
whattheresultwouldbe.Theycanputthoseeventstogetherintheir
minds,andarguefromthemthatsomethingwilcometopass.There
arefewpeople,however,who,ifyoutoldthemaresult,wouldbeable
toevolvefromtheirowninnerconsciousnesswhatthestepswere
whichleduptothatresult.ThispoweriswhatImeanwhenItalkof
reasoningbackward,oranalyticaly.
SherlockHolmes
AStudyinScarlet
SirArthurConanDoyle(1887).
Elpresentecapítulosededicaalconceptoylosenfoquesmásimportan-
tesdelproblemainverso,haciendoespecialénfasisenelproblemainverso
enelectrocardiografía.Elcapítulocomienzaconunabrevedescripcióndel
problemainversoyalgunosejemplosdeaplicacionesencontradosenlalite-
ratura.Posteriormente,seanalizaporquélacondicióndemalplanteado(del
inglésil-posed)puedeserunretoenlaresolucióndeunproblemainverso.
Además,seintroducenlosdistintosplanteamientosentornoalproblemain-
versoenelectrocardiografía,elcualconsisteenlacaracterizacióndeeventos
cardíacosapartirdemedidasremotas,bienintracavitáriasotomadasenla
superﬁciedeltorso.Finalmente,sepresentanlosmétodosclásicosderegu-
larizaciónyelestadodelartedelosaportesmásrecienteseneláreadel
problemainversoenelectrocardiografía.
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3.1. Elproblemainverso
Enmatemáticas,sedicequedosproblemassoninversossienlaformu-
lacióndecadaunoestárelacionadaparteotodalasolucióndelotro[43].
Unodelosejemplosmassencilosparailustrarlarelaciónentreunproble-
madirectoeinversoeselsiguiente:sideﬁnimoscomoproblemadirectola
multiplicacióndedosnúmerosnaturalesaybdelcualseobtieneciertava-
lorc,elproblemainversoasociadoaesteejemploseríalafactorización(o
descomposiciónfactorial)deestenúmeroc.Enelcasodequeaob,nosean
enprincipionúmerosprimos,seobtendríanclaramentedistintassoluciones
enelproblemainverso.Estesimpleejemplo,ilustraunadelasprincipales
diﬁcultadesquealberganlaresolucióndelosproblemasinversos.Engeneral,
sepuededecirqueenunproblemadirectosecalculaelefectodeciertacau-
sa,porotrolado,enunproblemainversosetieneelefectodelcualsedesea
determinarlacausa
Causas
Parámetros
Efecto
Datos 
Directo
Inverso
(véaseFigura3.1).
Figura3.1:Procesodelproblemadirectoeinverso.Elproblemadirectobusca,
enbaseaunascausas,calcularlosefectos,mientrasqueelproblemainverso
intenta,enbasealaobservacióndelosefectos,determinarlascausasquelo
originaron
Lasituaciónmáshabitualquedalugaraunproblemainversoeslane-
cesidaddeinterpretarlasmedicionesfísicasdeunsistemaofenómenodes-
conocidodeinterés.Pensandoenlaformulacióndiscretadelosproblemas
inversos,dadounproblemalinealAx=b,elproblemadirectoconsisteen
calcular,medianteelproductodelamatrizyelvector,losdatosdesalidab,
dondeArepresentaelsistemaoelmodeloyxelvectordeparámetros.Por
otrolado,elproblemainversoenestecasoconsisteenobtenerelvectorde
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parámetrosocausasx,dadounvectordeconsecuenciasb.Enelcampodel
álgebralineal,seconocequedependiendodelaspropiedadesdelamatrizA,
lainversióndeestamatrizpuedeonodarsedemanerasencila.Engeneral,
enaplicacionesmásrealistasestainversiónnoessiempreposible.Pensan-
doenestaidea,JacquesHadamard(1865-1963)deﬁniólosproblemasbien
planteados(delinglés,wel-posed),delasiguientemanera:
1.-Elproblematienequetenersolución(existencia).
2.-Elproblemadebetener,alosumo,unasolución(unicidad).
3.-Lasolucióndebedependercontinuamentedelosdatosdeentrada(es-
tabilidad).
Porotrolado,unproblemasedicemalplanteado(delinglés,il-posed
oil-conditioned),sialmenosunadeestascondicionesnosecumple.La
condiciónnúmero3tieneconsecuenciasimportantesparalasolucióndelos
problemasmalplanteadosensituacionesrealistas,debidoaquelapresencia
deruidooerroresenlatomadelosdatospuedepresentarinestabilidades
numéricasenlasolución.Engeneral,losproblemasinversosobtenidosde
situacionesrealessoncomúnmenteproblemasmalplanteados.
3.1.1. Ejemplosdeproblemasinversos
Comosecomentóanteriormente,losproblemasinversosseencuentranen
unainﬁnidaddeaplicacionesprácticas,endistintasáreasdeestudio,entre
loscualessepuedenmencionarlossiguientes:
¿Esposibleescucharlaformadeuntambor?.Eseltítulodel
artículopublicadoporMarkKacenelaño1966[40],enelcualseplan-
tealaposibilidaddeinferirlaformadeuntambor,basándoseenel
sonidoqueproduce.Desdeelpuntodevistamatemático,usandolas
ecuacionesdedeHelmholtz,esposiblecalcularlasfrecuenciasenlas
cualespuedevibrarlamembranadeltambor,siseconocesuforma.
Elproblemainversoenestecasoes,intentarpredecirlaformadecier-
totamborconociendolasfrecuenciasalacualvibra.Esteproblema
mantuvoalacomunidadcientíﬁcabastanteinteresada,hastaqueen
elaño1992Gordon, Webby Wolpert[33]dieronconunarespuesta
alproblemaplanteado.Elosencontraronqueparaciertoscasos,no
eraposiblepredecirlaformadeltamboryaquemuchoscompartían
lamismafrecuencia,sinembargoalgunainformaciónpodíadeducir-
se.Posteriormente,SteveZelditch[83]demostróquelarespuestaala
preguntadeKacerapositiva,imponiendociertasrestricciones.
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AlegoríadelacavernadePlatón.Enuncontextomasﬁlosóﬁco,
Platónexplica,usandoestaalegoría,comosepuedecaptarlaexistencia
delosdosmundosqueplanteasuteoríaﬁlosóﬁca:elmundosensibley
elmundointeligible.Sebasaenlareconstruccióndeobjetos(odela
realidad),porpartedeesclavosquesiemprehanpermanecidoenlaca-
verna,basadosúnicamenteenlaobservacióndelassombrasreﬂejadas
enlapareddelacaverna.Actualmenteesconsideradaunadelasale-
goríasmascélebresdelahistoriadelaﬁlosofíayunodelosproblemas
inversosmasantiguos.
Ajustedemodelos.Probablementeunodelosusosmascomunesde
problemasinversoseselajustedeparámetrosdeunmodeloteórico,
basadosenciertosdatosobservados.Supongamosquesetieneuncon-
juntodepuntos(xi,yi),loscualesrepresentanunfenómenodelcualse
deseaajustaraunmodeloparaobien,predecirfuturosacontecimien-
tos,ocalculardemaneraexplícitaelvalordesaliday,conociendoun
valordeentradax,esdecir,dadalasiguienteecuación:
y(x)=c0+c1x+c2x2+···+cn−1xn−1+cnxn (3.1)
sedeseadeterminarlosvaloresdelosparámetrosci.Estetipodeproble-
massonbastantecomuneseneláreadeestadísticaoanálisisdedatos
dondemétodoscomoMínimosCuadradosjueganunpapelimportante.
Geofísica.Elusodemedidassísmicasparadeterminarlalocalización
delepicentrodeunterremoto,deseñalesultrasónicasparainferirla
estructuradelinteriordelaTierra,oestimarladensidaddeunaroca
sonaplicacionescomunesydegraninterésenlageofísica.Lacaracte-
rizacióndeyacimientospetrolerosusandodatosdeproducciónesotra
delasaplicacioneseneláreadelageofísicaquemásinterésgenera,
dadolosgrandesbeneﬁcioseconómicosqueconlevaelconocimiento
delalocalizaciónycalidaddelyacimiento.Distintasherramientasse
hanpropuestopararesolveresteproblemadesdeelenfoquematemático
[21,32].
Medicina. Porúltimo,unadelasáreasenlasquelosproblemasin-
versostienenmasaplicacioneseselcampodelamedicina.Esevidente
lanecesidadenesteámbitodeproporcionardiagnósticosogestionar
patologíasmedianteelusodemétodosnoinvasivosparaelpaciente.
Porotrolado,todoslosproblemasdediagnósticosondetipoinverso,
dadoqueseintentaanalizarenbaseaciertossíntomasysignoslas
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causassubyacentes.Unejemplodeunaaplicacionenestaáreasepre-
sentaeneltrabajodeIrishinaycolaboradores[38],dondeproponenun
procedimientoinversobasadosenfuncionesdenivelparaladetección
tempranadecáncerdemamaapartirdedatosdemicroondas.Otro
ejemplocomúndeproblemasinversosenmedicinaseencuentraenel
casodelatomografíaderayosX,enelcualelproblemadirectosería
averiguarquetipodeimágenesdeproyecciónderayosXseobtienende
unpacientecuyosórganosinternosseconocenconprecisión.Elproble-
mainversocorrespondienteesreconstruirlaestructuratridimensional
delinteriordelpacientedadaunacoleccióndeimágenesderayosX
tomadasdesdedistintasdirecciones.
3.2. Elcrimeninverso
Unadelasestrategiasmáscomunesalmomentodeevaluarellabondad
deunmétodopararesolverproblemasinversos,esutilizardatossintéticos
conruidosimuladosconelmismomodelodelcualsebasaelmétodoinver-
so.Elusodeestapráctica,fuedeﬁnidaporColtonyKresscomoelcrimen
inverso[19].Además,adviertenqueestaacciónpodríaacarrearinversiones
trivialesyporlotanto,solucionesdemasiadooptimistas(eninglés,too-good-
to-be-truthreconstructions[73]).Enestesentido,deformadeevitarelcrimen
inversosugierenquelosdatossintéticosobtenidosenelprocedimientodi-
rectonotengaconexiónconelmodelousadoenelinverso.Pocosautores
handesarroladoesteproblema,sinembargoArmand Wirgin[5]plantealas
siguientespreguntasentornoalcrimeninverso:
1.-¿Quésigniﬁcaeltérmino”noconexión”entreelmodeloempleadoenel
procedimientoinversoydirecto?
2.-¿Quétipodereconstruccionesdelosparámetrosdesconocidossepue-
denobtenersinoexisteconexiónentrelosmodelosdelprocedimiento
inversoydirecto?
3.-¿Esrealmentenecesarioevitarsiempreelcrimeninverso?
4.-¿Lasinversionesrealizadascometiendocrimeninversosonsiempretri-
viales?
Larespuestaacadaunadeestaspreguntassondifícilesdecontestar
enunentornogeneralizado,sinembargo,encuantoalapreguntadesiel
crimeninversosedebesiempreevitar Wirginargumentaqueparaciertos
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casoslaomisióndelcrimeninversorevelaríalano-unicidaddelasolución
delproblemainverso,locualentérminosprácticosesunacaracterísticade
interés.
Porotrolado,enlaliteraturasepuedenencontrardistintosplanteamien-
tosparaintentardisminuirlosefectosdelcrimeninverso,entreloscualesse
puedenmencionarlossiguientes:
Introduciruntérminoderuido.Unadelasprácticasmasusuales
almomentodeanalizarelcomportamientodeunprocedimientoinverso
mitigandolosefectosdelcrimeninversoeseldeañadirderuidoalos
datosgeneradossintéticamente,enparticular Wangycolaboradores
en[80]incluyendistintosnivelesderuidoalosdatosdeentradapara
analizarelmétodoinversoqueproponen.
Distintasdiscretizaciones.Otraformadeevitarelcrimeninverso
esdeﬁniendodistintasdiscretizacionesparagenerarlosdatossintéticos
ylosdatosobtenidosdelprocedimientoinverso.Unejemplodeesta
prácticasepuedeencontrareneltrabajodeKaipioetal[41],enla
cualdeﬁnenunmaladomasﬁnoparaelproblemadirectoyunoun
pocomasgruesoparalareconstruccióninversaaplicadoaunejemplo
estadístico.
Distintosmodelos.SiguiendoladeﬁnicióndadaporColtonyKress,
unaformaevidentedeevitarelcrimeninversoseríaelimplementar
distintosmodelosparagenerarlosdatosdelprocedimientodirectoe
inverso.Sinembargo,estaprácticaesdelasmenoscomunesenlali-
teratura.Enelcasodelproblemainversoenelectrocardiografía,un
ejemplodeesteusosemuestraeneltrabajopresentadoenestaTesis
Doctoral[17].
Valelapenarecordarqueelcrimeninversonoseproducecuandolos
datosdeentradaseobtienendemedicionesreales;esunproblemaaplicable
sóloaestudiosdondelosdatosobservadossonsimulados.
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3.3. Elproblemainversoenelectrocardiografía
Elproblemainversoenelectrocardiografíaconsisteenlacaracterización
deladinámicaeléctricadeltejidocardíaco,basadoenlaobservacióndeseña-
lestomadasaciertadistanciadelasfuenteseléctricas,biendentrodelcuerpo
oenlasuperﬁciedeltorsooextremidades.Enelcampodelamedicina,el
interésrelacionadoaesteproblemavienedadoporlaposibilidaddediagnos-
ticarposiblesanomalíaseneltejidocardíacodeestasseñalesobservadas.Sin
embargo,dadalanaturalezamalplanteadadelproblemainversodebidaala
presenciaderuidoenlamedicióndelasseñales,erroresenlasolucióndel
problemadirectooambigüedadesentrelasdistintasfuentes,noesposibleob-
tenerlasolucióndeesteproblemademaneradirecta[61].Porlotanto,para
resolverelproblemainversoesnecesarioencontrarunaformadeseleccionar
unasoluciónqueseadaptealanaturalezadelproblemausandolainforma-
cióndisponible.Lamaneramasusualdeplantearesteproblemaesmediante
laminimizacióndeladiferenciaentrelaseñalobservadaylaobtenidade
unasolucióndelproblemadirecto.Estadiferenciaseconocecomúnmente
comoelerrorresidual.Noobstante,debidoaqueelproblemainversoen
electrocardiografíaesunproblemamalplanteado
Potenciales  
epicárdicos 
Potenciales  
en el torsoDirecto
Inverso
,lasoluciónderivadadela
minimizacióndeesteerrorresidualnoes,enlamayoríadeloscasos,realista.
Porloqueesnecesarialaincorporacióndemétodosmasavanzados.
Figura3.2:Procesodelproblemadirectoeinversoenelectrocardiografía.
Enestesentido,sehanestudiadodiferentesenfoquesparalaresolución
delproblemainverso.Muchasdeestastécnicasutilizanunarepresentación
matricialdeltorso(Tikhonov,Twomey,etc).Elresultadodeestarepresen-
taciónmatricialeslalamadamatrizdetransferencia A,enlaquecada
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columnaestáasociadaalosvaloresdelpotencialeléctricotomadaporcierto
electrodo,esdecir,estamatriztieneunnúmerodeﬁlasigualalnúmerode
loselectrodosyunnúmerodecolumnasigualalnúmerodeelectrodoscon-
siderados[77].Enestepunto,lasmedicionesdeECGsepuedencalcularde
manerasencilaconelproductomatriz-vectorAVe=VtdondeVeesunvec-
torquecontieneelvalordeladinámicaeléctricaenlasuperﬁciedelcorazón,
queesloquesedeseaobtenerenelproblemainverso.
3.4. Métodosclásicosderegularización
Laideaderegularizaciónconsisteenintroducirciertasrestricciones,de-
ducidasdealgunainformaciónpreviaquesetengadelsistema,paraforzar
aquelasoluciónsearazonablementecercanaaloqueesperamos.Conelﬁn
deconseguirlo,distintastécnicasderegularizaciónsehanpropuesto.Estos
métodossepuedeninterpretarentérminosdeálgebralineal,física,esta-
dística,procesamientodeimágenes,entreotroscampos.Acontinuación,se
explicaranalgunasdelastécnicasderegularizaciónmasutilizadas.
3.4.1. RegularizacióndeTikhonov
Esunadelastécnicasderegularizacióndeproblemasmalcondicionados
masusadas[74],siendoconsideradacomoreferenciaalmomentodecomparar
nuevastécnicasderegularización.Sebasaenlaminimizacióndelanorma
delosresiduosmientrasseincorporainformaciónadicionalsobreelsistema.
Siguiendolanotación,laregularizacióndeTikhonovsepuedeexpresaren
formageneralcomosigue:
hλ=minVe{|AVe−Vt|2+λ2|QVe|2} (3.2)
dondeArepresentalamatrizdetransferencia,VeyVtsonelpotencialenel
epicardioyeneltorso,respectivamente;yλrepresentaelparámetroderegu-
larizaciónquecontrolaelpesodeltérminoderegularización.Esteparámetro
seescogetípicamenteporlacurvaL(verSección3.4.3).
Delladodelarestricción,encontramoseloperadorQ.Enestaconﬁgu-
ración,siQeslamatrizidentidad,lasoluciónhλesla.Porotrolado,siQ
aproximalaprimeraosegundaderivadaespacial,acontinuación,hlambdase-
ríalasolucióndeTikhonovdeprimerosegundoorden,respectivamente.En
estecaso,seestáobligadoatenerungradientedesuperﬁcielisaocurvatura.
Distintosenfoquesdelarestricciónsehanestudiadoconelﬁndemejorar
laprecisióndelasoluciónobtenidaconlaregularizacióndeTikhonov.Eneste
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sentido,[31]aplicaunsistemaderegularizaciónbasadoenlapenalización
delanormaL1deladerivadadelpotencialycomparalassolucionesdeeste
esquemaconlaregularizacióndeTikhonovbasadaenlanormaL2.Enel
trabajomencionado,losautoresdemostraronque,engeneral,elesquemade
L1-normaaplicadoalproblemainversoenelectrocardiografíaproduceuna
reconstrucciónmásprecisaencomparaciónconlosmétodosTikhonovde
normaL2estándar.
3.4.2. RegularizacióndeTwomey
Comosehamencionadoanteriormente,ladinámicaeléctricacardíacaes
unprocesocontinuoeneltiempo.Porlotanto,noesdeextrañarqueque
seplanteenparaesteproblemaregularizacionesqueintentenaprovecharesta
correlacióntemporal.LaregularizacióndeTwomey[76]esunamodiﬁcación
delaregularizacióndeTikhonovqueenlugardeimponerrestriccionessobre
lamagnituddelasoluciónodesusderivadas,intentaminimizarladiferencia
entrelasolución,x,yunaestimacióndelasolución,p.Lafunciónobjetivo
paraesteproblemasedeﬁnedelasiguienteforma:
xˆλ=minx{|Ax−b|2+λ2|x−p|2}. (3.3)
Nótesequexdependedelaestimacióndez,además,lafunciónobjetivo
sereducealaregularizacióndeTikhonovaorden-cerocuandop=0.
Distintostrabajossehanrealizadoparaestudiarlamejoreleccióndela
estimaciónp,enparticularRudyyMessinger-Rapporten[67]exploraronel
usodeladistribucióndelpotencialenelepicardioeneltiempoti−1como
estimacióndepparaobtenerlasoluciónxeneltiempoti.Otraformade
calcularpesprediciendolasolucióndelosinstantesdetiempoanteriores
usandolaexpansióntruncadadelaseriedeTaylorcomosigue:
x(tj)=x(tj−1)+h˙x(tj−1), (3.4)
dondejsereﬁerealinstantedetiempopresente,˙x(tj−1)representaladeriva-
daconrespectoaltiempodep=x(tj−1),elcualeselpotencialdelepicardio
delinstantedetiempoanterior,yheselintervalodetiempo.
Posteriormente,OsteryRudy[62]compararoncincométodosdistintos
paracalcularlaestimacióndepusandoinformacióntemporalconelmétodo
deTikhonovdeorden-cero.Encontrandoqueeventosﬁsiológicosimportantes
comorupturasenelventrículoderecho,novisiblesconenfoquesdetipo
Tikhonov,erandetectadosusandolaregularizacióndeTwomey.
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3.4.3. Métodosparalaescogerelparámetroderegula-
rización
Muchasdelosmétodosderegularizaciónincluyenunparámetrolama-
doparámetroderegularizaciónlambdaquecontrolaelgradodesuavizadoo
regularizaciónqueseaplicaalproblema.Dadoqueesteparámetroderegula-
rizaciónvaría,seobtienensolucionesregularizadashλquevaríanconrespecto
alparámetroλ.Porestarazón,lacorrectaeleccióndeesteparámetroesen-
globaunáreaimportantedeestudio.Acontinuación,sepresentanalguno
delosmétodosmásusadosparalaeleccióndelparámetroderegularización
lambda.(Paraunestudiomáscompletodelosdistintosmétodosvéase[71]).
log
||L
x||
2
log|Ax  y| 2
menor penalizaci´on
mayor penalizaci´on
Criteriodelacurva-L
Figura3.3:Gráﬁcagenéricadelacurva-L
Estatécnicaesprobablementeunadelasmásusadasparaelegirelva-
lordelparámetroderegularizaciónλ.Suusopararesolverproblemasmal
condicionadosdemínimoscuadradosseremontaalostrabajosdeMiler[56]
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yLawson-Hanson[47].Consisteprincipalmenteengraﬁcarlanormadela
soluciónregularizada,|Lxλ|,conrespectoalanormadelcorrespondiente
errorresidual,|Axλ−b|.Porloqueestacurvarepresentaelcompromiso
entreminimizarestasdoscantidades.Unadelaspropiedadesdeestecrite-
rioeslaformadelacurvaobtenida,lacualtienetípicamenteunaformade
Lmuycaracterísticacuandosedibujaenejeslogarítmicos,deahíelnom-
bredelcriterio(véaseFigura3.4.3).Elvaloróptimoparaelparámetrode
regularizaciónλseubicaenlaesquinadelacurva-L.
Entrelasventajasdelusodeestecriterioparaseleccionarelparámetrode
regularizaciónsetienelarobustezylacapacidaddetratarlasperturbaciones
queconsistenenruidocorrelacionado.Sinembargo,estatécnicapresentados
desventajasimportantes:Laprimeralimitaciónsereﬁerealareconstrucción
desolucionesexactasmuysuaves.Porotrolado,tieneunalimitacióncon
respectoasucomportamientoasintóticoamedidaqueaumentaeltamaño
delprobleman.
Criteriodelacurva-U
Enestecriterioserepresentalasumadelassolucionesregularizadas
|Lxλ|2yloserroresresidualescorrespondientes|Axλ−b|2,paraλ>0
enescalaslogarítmicas:
Ucurva(λ)= 1|Axλ−b|2+
1
|Lx|2. (3.5)
Aligualqueenelcasoanterior,elnombredeestecriteriovienedadoporla
formadeUdelagráﬁcaobtenida.Dondecadaladodelacurvacorresponde
alosparámetrosderegularizacióndondeobienlanormadelasolución
regularizada|Lxλ|2o|Axλ−b|2dominan.Elvaloróptimodelparámetrode
regularizaciónλenestecasocorrespondealpuntodondelacurva-Ualcanza
sumínimo[?].

Capítulo4
Reconstruccióndezonas
isquémicasen2D
Enelpresentecapítulo,seanalizaelusodemodelosfenomenológicos
simplespararesolverelproblemainversoenelectrocardiografía(PIE).Espe-
cíﬁcamente,seconsideraelproblemadeestimarlaforma,tamañoylocali-
zaciónderegionesdeisquémicasenuntejidocardíacobidimensional.Para
generarlosdatosdelproblemadirecto(medidasremotas),seproponeelmo-
deloelectroﬁsiológicopresentadoporLuo-Rudy(LRd00),elcualproveeuna
descripcióndetaladadelcomportamientoeléctricodelascélulascardíacas.
Aestemodelo,seincluyenlasalteracioneselectroﬁsiológicaspropuestaspor
Trenor[27,75]conelﬁndesimularaniveliónicolosefectosdeisquemia.
Estasmedidasremotasobtenidassintéticamente,seconsiderancomolosda-
tosrealesenlosexperimentosnuméricosrealizadosenestecapítulo.Porotro
lado,elprocesodeinversiónconsisteenunalgoritmoiterativoquebusca
reducirladiferenciaentrelasmedidasremotasrealesylassimuladasconun
modelofenomenológicosimple.Enparticular,seproponeelusodemodelo
presentadoporMitchelySchaeﬀer(Two-currentmodel),paracalcularlas
medidasremotassimuladas.Elalgoritmodeinversiónincorpora,además,
unafasesemiautomáticaparacaracterizarlaspropiedadesdeconduccióndel
tejidocardíaco.
Elcapítuloestáorganizadodelasiguienteforma.Enlasección4.2se
presentaelmodelomatemáticonecesariaparaobtenerlosdatossimulados.
Enlasección4.3,sedescribeelprocedimientoinversopropuesto.Lasec-
ción4.4contienelosexperimentosnuméricos.Finalmente,sepresentanlas
conclusionesdeestecapítuloenlasección4.5.
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4.1. Introducción
Lasarritmiascardiacassonperturbacionesenelritmonormaldelcora-
zónproducidasporuncomportamientoeléctricoanormal.Sonconsideradas
unadelasmayorescausasdemortalidadanivelmundial[72].Lasarritmias
cardíacaspuedenseranalizadaspormediodeprocedimientosnoinvasivos
conelobjetivodecaracterizarlaactividadeléctricadelcorazóndevoltages
registradosporsistemasdeelectrodosquenoestánencontactodirectocon
eltejidocardiaco[8,68].Comosecomentóanteriormente,desdeelpuntode
vistamatemáticoelproblemadereconstruirlaactividadeléctricadelcora-
zónapartirmedidasremotaspuedeserformuladocomounproblemainverso,
mejorconocidocomoelProblemaInversoenElectrocardiografía(PIE)[34].
LosmétodospararesolverelPIEcombinan,engeneral,técnicasdeprocesa-
miendodeseñalesyelmodelajecomputacionaldeltejidocardíacoyelmedio
circundante.Muchosdeestosmétodosconsiderancadainstantedetiempode
maneraindependiente,ignorandolacorrelacióntemporalquepudieraexistir
entreelos[61].Porlotanto,sonpocaslastécnicasqueincorporanlacorre-
lacióntemporalparareconstruirmapasquedescribenlaactividadcardíaca.
Enestetrabajo,seincorporalacorrelacionespacio-temporaldelasse-
ñalescardiacasatravésdemodelosmatemáticosquedescribenlaactividad
eléctricadelcorazón[4].Sibienexistenmuchosydistintosmodelosmatemá-
ticospararepresentarelcomportamientoeléctricodelcorazón,lapregunta
quesehaceenestaparteeselniveldedetalenecesarioparalasoluciónde
unPIEparticular.Dehecho,lamayoríadelasformulacionesutilizanEDPs
dereacción-difusiónparamodelarlaspropiedadesdetejidocardíacoenes-
calasespacialesmuchosmásgrandesqueunasoladimensióndecélulas[18].
Laprincipaldiferenciaentreestosmodelosescómosedescribeeneltérmino
dereacciónlosprocesosiónicosquetienenlugarenlamembranadecélulas
cardíacas.Mientrasqueunaltoniveldedetaleproporcionaunadescripción
precisadelosfenómenoselectroﬁsiológicosfundamentales,lacaracterización
exhaustivadeestosprocesoshacencomputacionalmentecostosalasolución
deunPIE.Porlotanto,esconvenienteestudiarsimodelosmássimples,que
sonmáseﬁcientesderesolver,soncompatiblesconlaprecisiónnecesariaen
laresolucióndeunPIE[12],constituyendoestounodelosobjetivosprinci-
palesdelpresentecapítulo.Especiﬁcamente,seanalizaelPIEenterminos
delalocalizaciónderegionesisquémicascardíacasusandomedidasremotas
devoltaje.Lasisquémiascardíacassonpatologíasproducidasporlafalta
desangresuministradaalmúsculodelcorazón.Éstasgeneranunsustrato
anormalquepuedeproducirarritmiasconlasconsecuentesproblemasdesa-
luddelindividuo[48].Lasalteracionesdelaspropiedadesdepropagacióndel
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impulsoeléctricoatravésdeltejidoisquémicopuedenquedarreﬂejadasen
lasmedidasremotasdevoltajeasociadas.Estasalteracionestienenpatrones
quesontemporalmenteestables,loquedapiéaintentarreconstruirregiones
isquémicasapartirdeestasmedidas[80].
4.2. Elproblemadirecto:datosobservados
Idealmente,cualquiermétododeresolucióndeunproblemainversode-
beríaserveriﬁcadocondatosreales,enparticular,enelPIEdatosclínicos.
Sinembargo,dadalacomplejidaddelproblemaestaveriﬁcaciónnosepuede
realizar.Esporeloquesedebedesarrolarensucesivasetapasdeaproxima-
ciónasituacionesmáscercanasalarealidad.Seproponeunafaseintermedia
entrelasituaciónantesseñaladayunasituacióndondeseestécometiendo
elcrimeninverso(Ver3.2).Enestaetapa,losdatosrealessesustituyenpor
datosobtenidosconunmodelomuydetaladodesdeelpuntodevistaiónico,
taleselcasodelmodelodeLuo-Rudyenelqueseincorporanlasaltera-
cionespropiasdelaisquemia[23,75].Adicionalmente,paragenerardatos
observados,seconsideraenlassimulacionesunmodelodepropagacióndel
pulsoeléctricoatravésdeltejidoydeunmodeloderegistrodelasmedidas
porelsistemadeelectrodosremotos.
4.2.1. Modelodepotencialdemembranacardiaco
Paraobtenerobtenerunarepresentaciónlaactividadeléctricadelco-
razón,seconsideraelelmodeloiónicopropuestoporLuo-Rudy(LRd)[23]
reproduceelmovimientodelosionesatravésdelamembranacardiacatrans-
portadosporcanalesiónicos,pumpseintercambiadores.Estemodelo,tam-
biénesresponsabledelosprocesosqueregulanloscambiosenlaconcentra-
ciónintracelulardecalcio,sodioypotasio.Lascorrientesdeloscanalesióni-
cossedescribenmatemáticamenteusandolaformulacióndeHodkin-Huxley
[37]lacualestableceque
dv
dt=f(v,t)=
1
Cm(Iion(v,t)+Ist(t)), (4.1)
dondeveselpotencialdemembrana,Iioneslasumadetodaslascorrientes
iónicas,Isteslacorrientedeestimulaciónexterna,yCm eslacapacidadde
lamembrana(lacualseﬁjaaCm =1µF/cm2).ElmodeloLRdincluye19
corrientesiónicas(lascualescomprendenunnúmerodevariablesdeestado),
yproporcionaunadescripcióndetaladadelpotencialdemembranacardiaco.
ElmodeloLRd,hasidoampliamenteusadoenlaliteraturayproporciona
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informacióncrucialparadilucidarlosmecanismosiónicossubyacentesres-
ponsablesdelaactividadeléctricacardíaca,tantoencondicionesnormales
comoencondicionespatológicas[45].
Enestecapítulo,aﬁndesimularisquémiasaniveliónico,seincorporaron
almodeloLRdlasalteracioneselectroﬁsiológicaspropuestasporTrenoren
[27,75].SesabequeunaIsquémiaagudaescausadaprincipalmentepor
hiperkalemia,acidosisehipoxia.Portanto,parasimularlahiperkalemia
seelevalaconcentraciónextracelulardepotasio([K+]o).Laacidosis,por
suparte,esmodeladareduciendolaconductanciadeloscanalesdesodio
(gNa+)ycalcio(gCa2+).Finalmente,parareproducirhipoxia,seincluyelacorrientedesensibilidadATPdepotasiodeﬁnidaen[28],lacualdependede
lasconcentracionesintracelularesdeATPyADP.LaTabla4.1enumeralos
valoresdeestosparámetrosparalascélulassanaseisquémicas.
4.2.2. Modelodetejidocardíaco
Eltejidocardíacosecomporta,aescalamacroscópica,comounsincitio
funcional.Porlotanto,apartirdeahoraseconsideraeltejidocardiaco(Ω)
comounmedioexcitableenelcuallapropagacióndelpotencialdemembrana
v(r,t)puededescribirsematemáticamentedeacuerdoalasiguienteecuación
dereacción-difusión
∂v
∂t=κ∇
2v+f(v,t) inΩ, (4.2)
concondicionesdecontornodeausenciadeﬂujo
∂v
∂n=0 on∂Ω, (4.3)
yconcondicionesinicialesparavyparalasvariablesdeestadodelmodelo,
lascualessonobtenidasenlafasederecuperacióndelpotencialdemembrana
despuésdelaestimulacióndeltejidodurante10mina1Hz[75].
Parámetro célulasana célulaisquémica
[K+]o 5,4mmol/L 12,5mmol/L
gNa+ gNa+ 0,75·gNa+gCa2+ gCa2+ 0,75·gCa2+[ATP]i 6,8µmol/L 4,6µmol/L
[ADP]i 15mmol/L 100mmol/L
Tabla4.1:ValoresdelosparámetrosdelmodeloLRdparacélulassanase
isquémicas.
4.2.Elproblemadirecto:datosobservados 41
Enestecaso,f(v,t)eseltérminodelacorrienteiónicaproporcionadopor
elmodeloiónico(4.1),yκrepresentaelcoeﬁcientededifusiónescalarquese
estableceaκ=1,7·10−3cm2/msparaobtenerunavelocidaddeconducción
(VC)aproximadade50cm/s.
Parasimularlosefectosdelaisquémiaaniveldetejido,seconsideraun
modeloregionaldeisquémiadondelosparámetrosafectadosdelmodeloLRd
tomanvaloresisquémicosdeacuerdoalaTabla4.1.Además,sedeﬁneuna
zonadetransicióndondelosparámetrosalteradosvaríanlinealmenteentre
laregiónisquémicaylaconsideradacomosana[27].
4.2.3. Modelocaptacióndemedidasremotas
Comosedescribióanteriormente,siguiendolaTeoríaConductordeVolu-
men(eninglés,VolumeConductorTheory[54]),elpotencialeléctricoregis-
tradoporunelectrodoremotosituadoenri/∈Ω,estádadoporlasiguiente
expresión:
ϕi(t)= 14πσ Ω
κ∇2v(r,t)
|r−ri|dΩ, (4.4)
dondeσrepresentalaconductividaddelmedio(lacualenestasecciónse
asumehomogéneaconunvalorde1Sm−1).
Losdatossimulados,representadosporϕiLR(t),secalculanusandoelmo-deloLRd(delcualseobtienev(r,t))parauntejidoΩenelcualsepueden
encontrarunaomásregionesisquémicas.Enestaexpresión,t∈[0,T]y
i=1,2,...,N,dondeTeseltiempototalderegistroyNeselnúmerode
electrodos.Deacáenadelante,seasumequelaregiónisquémicagenerada
conelmodeloLRdconstituyelaconﬁguracióndeisquemiareal,yqueϕiLR(t)sonlosdatosobservados.
LaFigura4.1representalaconﬁguracióndelexperimentoparaestecapi-
tulo.Seconsiderauntejidobidimensionaldondeselocalizalazonaafectada.
Losdatosseobtienenporloselectrodossituadosaciertadistanciasobreel
tejidocardíaco.ComosepuedeobservarenelPanel(a),lazonaisquémi-
caafectalapropagacióndelpotencialdemembrana,esteresultadoconleva
alteracionesenlasmedidasremotascomosemuestraenlospaneles(b)y(c).
Matrizdetransferencia
Laexpresión(4.4)sepuedeescribirdeformamatricialaplicandouna
discretizaciónsenciladetrapeciocompuesto,yasíobtenerlalamadamatriz
detransferenciaquerelacionalinealmenteladistribucióndelpotencialde
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Figura4.1:Simulacióndeunaisquemiacircularcentradaconunfrentede
activaciónplanoymedidasremotasasociadas.(a)muestraunainstantánea
delpotencialdemembranav(r,t)usandoelmodeloLRdenuntejidocardiaco
bidimencionalconunaisquemiacircularcentrada.Laregiónisquémicatiene
unáreacircularde2cmdediámetroyunazonadetransiciónde2cmde
espesor.Paneles(b)y(c)muestranlasmedidasremotasdevoltajeescalas
(enunidadesarbitraríasu.a.)tomadasenlasposicionesetiquetadascomo
(1)y(2),respectivamente,paraunazonaisquémica(lineacontinua)yuna
zonaconcondicionesnormales(líneadiscontinua).
membranavconlosdatosobservadosϕi(t),delasiguienteforma
ϕ(t)=Av, (4.5)
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dondevseescribecomovectordetamañon2×1yAesunamatrizde
dimensiones[N×n2]quesepuedeobtenerdelasiguienteforma:
A= κ4πσ


|r11−r1|−1 ···|rnn−r1|−1.. ... ..
|r11−rN|−1 ···|rnn−rN|−1

·Diag(D)·


4 1 ··· 1  0
1 4 ... .............. 1
1 .........
... ......1
0  1  1 4


,
donded=[1,2,2,···,2,1]eselvectordepesosdelaregladeltrapeciode
tamaño1×nylamatrizD,esD=[d,2d,2d,···,2d,1]detamañon×n.
4.3. Procedimientoinverso
Seproponeunprocedimientoinversoparacaracterizarlasregionesisqué-
micasmedianteelajustedeunmodelobasadoenelpropuestoporMitchel
ySchaeﬀer(enadelantemodeloTC,delinglésTwo-currentmodel).Este
ajusteserealizaminimizandolasdiferenciasentrelosdatosobservadosylos
datossimuladosobtenidosporelmodeloTC.Seesperadeestemodoquela
distribuciónparamétricaasociadaalmodelocandidatoproporcioneinforma-
ciónsobrelaisquemiareal.Variassonlasrazonesporlasquesehaelegido
elmodeloTC.Porunaparte,laformulaciónTCpermiteparametrizarde
manerasencilazonasisquémicassiendocapazdereproducirapropiadamente
lapropagacióneléctricacardíacaaescalamacroscópica[13],tantoencon-
dicionesnormalescomoisquémicas[4].Porotraparte,dadoqueeltérmino
iónicodelmodeloTCessimple,yporlotantonoescomputacionalmente
muycostoso,lohaceapropiadopararesolverunproblemadeoptimización
demaneraiterativa,comoelquesevaadesarrolar.
4.3.1. ElmodeloTCparacélulasisquémicas
Comosedescribióanteriormente,elmodeloTCconsisteenunsistema
dedosecuacionesdiferencialesparadosvariables:elpotencialdemembrana
v(t)yunapuertadeinactivaciónh(t).Enlaconﬁguraciónambasvariables
sonadimensionalesyescaladas.1quevaríanentre0y1.Laecuacióndel
1Usandounasimpletransformación,vpuedeserreescaladaavaloresﬁsiológicosapro-
piados
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Tabla4.2:ValoresdelosparámetrosparaelmodeloTCencondicionesnor-
males(célulassinisquémia)
Parameter Meaning Units Value
τin timeconstant ms 0.2
τout timeconstant ms 10
τopen timeconstant ms 120
τclose timeconstant ms 45
vcrit criticalvoltage - 0.13
vrest restingvoltage - 0
potencialdemembranaestádeﬁnidacomosigue:
dv
dt=fTC(v,h;t)=Iin(v,h)+Iout(v)+Ist(t), (4.6)
dondeIineslacorrientedeentradayrepresentalacombinacióndetodas
lascorrientesqueelevanelvoltajeatravésdelamembrana(principalmente
sodioycalcio),Iouteslacorrientedesalidaproductodelacombinaciónde
lascorrientesresponsablesdereducirelvoltajedemembrana(principalmente
potasio)dadaspor
Iin(v,h) = h(1−v)(v−vrest)
2
τin , (4.7)
Iout(v,h) =−v−vrestτout , (4.8)
yIstdenotalacorrienteestímuloexterna.LacorrientedeentradaIinesta
reguladaporunavariableh(t).EstavariablelaquerespondealaEDO
dh
dt=
(1−h)/τopen, v<vcrit
−h/τclose, v≥vcrit. (4.9)
ElmodeloTCestácompuestadeseisparámetros(Table4.2).Cuatro
deelossonconstantestemporalesasociadasacadaunadelasfasesdel
potencialdeacción(versección2.2.1):τin(iniciación),τclose(meseta),τout
(decaimiento),yτopen(recuperación).Elparámetrovcritregulalaapertura
delapuertadeinactivaciónyvrestrepresentaelpotencialderestitución.
vrestnoseencuentraincluidoenelmodeloTCoriginal,estefueintroducido
porAlvarezetal[4]parasimularelincrementodelpotencialderestitución
durantelaisquemia.
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Figura4.2:Potencialdemembrana.Enlospaneles(a)y(b)semuestran
lospotencialesdemembranabajocondicionesnormales(lineacontinua)y
condicionesisquémicas(lineadiscontinua)paraelmodeloLRdyelmodelo
TC,respectivamente.LospotencialesdemembranadelmodeloTC(panel
(b))hansidoescaladosavaloresﬁsiológicosenunrangode−86y60mv.
Losefectosdelaisquemiaenelpotencialdeacción,usandoelmodelo
TC,seobtienenmodiﬁcandolosvaloresdeτinyvrest.Dondeparalascélulas
isquémicas,elparámetrodeτinesﬁjadoa0,8ms,mientrasqueelparámetro
devrestseﬁjaaunvalorde0,1.Laﬁgura4.2muestraelpotencialdeacción
simuladousandoelmodeloLRdyTCtantoencondicionesnormalescomo
isquémicas.Apesardesusimplicidad,sepuedeobservarqueelmodeloTC
escapazdereproduciraescalamacroscópicalosprincipalesefectosdeuna
isquemiaaguda.
Porúltimo,considerandoeltejido,lapropagaciónbioeléctricasesimula
usandoelmodeloiónicopropuestopor(4.6)deacuerdoa(4.2),dondeel
coeﬁcientededifusiónescalar(denotadoporκTC)seconsiderahomogéneoe
isótropo.Lasregionesisquémicassemodelanconﬁgurandoτinyvrestigual
a0,8msy0,1mV,respectivamente,enlasáreasconsideradas.ElvalorκTC
debeserestimado.
4.3.2. Algoritmodeinversión
Elalgoritmodeinversiónesunaadaptacióndelpropuestoen[4],enelcuál
seusaelmismomodeloiónicoparaloscálculostantodelprocesoinversocomo
delprocesodirecto(modeloTC).Además,en[4]lasecuenciadeactivación
yelvalordelcoeﬁcientededifusiónseasumenconocidos.Enestetrabajo,se
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extiendeestametodologíadesarrolandounprocedimientosemiautomático
quesebasaexclusivamenteenlosdatosobservados.Primero,seestimael
parámetroκTC
Calcular 
Datos Observados 
Minimizar       , sujeto a 
 Verificar 
 Criterio de 
 Parada 
Reconstrucción 
final de 
Descenso de Gradiente Actualizar 
Candidato 
Inicial de Modelo inverso 
'LR(t)
Estimar 
TC
⌧in vresty 'TC(v( );t)
J(v( )) =12
NX
i=1
ZT
0
|'iTC(v( );t)  ' iLR(t)|2dt,
⌧in vresty
,paraluegoaproximarlasregionesisquémicas.Porotrolado,
suponemosquelaposicióndeloselectrodosestemporalmenteestable,locual
enunasituaciónisquémicaesrelativamentecomún[80].
Figura4.3:Algoritmoiterativodeinversiónparalareconstruccióndezonas
isquémicas
Cálculodelcoeﬁcientededifusión
ParacalcularelvalordeκTC,primeroseestimalasecuenciadelostiempos
deactivacióncomosigue[66]:(i)seﬁltraϕiLR(t)conunﬁltropasobandade40−250Hz;serecticalaseñalparaluegoaplicarleunﬁltroapasobajo
a20Hz.Laseñalresultanteproporcionaunmapadeltiempodesecuencia
deactivación,calculadocomolosinstantesdetiempoenelcualsealcanza
elmáximolocaldelaseñal.Unavezseobtieneeltiempodeactivaciónpara
cadaelectrodo,ydadoqueladistanciaentreelosesconocida,seobtiene
unmapadelasvelocidadesdeconducción(VC)eneltejidocardíacoΩ.
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Finalmente,deacuerdo[57]setiene
κTC= 8τin·CV
2
3· 1−4τinτout−1
2, (4.10)
dondeCVrepresentaelvalorpromediodelmapadeVCobtenido,losvalores
deτinyτoutsonlosdelatabla4.2encondicionesnormales.
4.4. Determinacióndelazonaisquémica
Enestasecciónseexplicanlosfundamentosmatemáticosquedanlugar,
ﬁnalmente,alalgoritmoutilizadoparalareconstrucciónderegionesisquémi-
casenuntejidocardíaco.Enlassección2.7seindicaronlasmodiﬁcaciones
producidaspordichaafecciónenlosregistrosremotosdevoltaje.Además,
sehanidentiﬁcadolosparámetrosdelmodeloTCquepermitensimularlos
principalesefectos,aescalamacroscópica,delaafecciónisquémica,véase
sección4.3.1.Contodoesto,elprocedimientoquesevaadesarrolarsebasa
enelajustededichosparámetrosdemodoquelasmedidaslasasociadasa
nuestromodeloseanlomásparecidasposiblesalasmedidasconsideradasco-
moreales.Elprocedimientoquedaﬁnalmentecomounalgoritmoiterativoel
cuál,haciendousodetécnicasdeoptimizaciónyderegularización,minimiza
lasdistanciasentrelosdosconjuntosdemedidas.Seespera,deestemodo,
queladistribuciónparamétricadelmodeloTCpropuestonosproporcione
informaciónsobrelaszonasisquémicasreales.
4.4.1. Métododedescenso
Enloquesigue,sedescribeelalgoritmoiterativodesarrolado.Endicho
algoritmocadaiteracióndisminuiráladistanciaentrelasmedidasrealesylas
asociadasalmodelopropuesto.Paraelo,enprimerlugar,sedeﬁneestricta-
menteunamedidadelacercaníadeambasmedidasmedianteunadecuado
funcionaldecoste,trasloqueseformulamatemáticamenteelproblemay,
porúltimo,sedeterminaunamaneraadecuadademodiﬁcarlosparámetros,
alobjetoderesolverelproblemadeoptimizacion.
Planteamientodelproblema
Seasumencomodatosreales{ϕiLR}i=1,..,N,datosobtenidoscomosein-dicóenlassección4.2.Porotraparte,sean{ϕiTC}i=1,..,Nlosdatosasocia-
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dosaunadeterminadaconﬁguracióndeparámetros(v(τin,vrest)ennuestro
modelo-TC.Sedeﬁneelresiduoasociadoali-ésimoelectrodocomo
Ri(t)=ϕiTC(v(τin,vrest);t)−ϕiLR(t). (4.11)
SiseconsideranlosdatosasociadosaNdistintoselectrodos,sepuede
cuantiﬁcarladiferenciaentrelosdosconjuntosdedatosmediantelasuma
delanorma2delosresiduos
J(v(τin,vrest))=12
N
i=1
T
0
|R(t)|2dt. (4.12)
siendoTeltiempototalderegistro.
Elobjetivodelprocedimientoseestableceentoncesenminimizareste
funcionaldecoste(J).Ahorabien,sebuscanmedidasobtenidasapartirde
solucionesdemodeloTC,porloquesedebeincorporarlacondicióndeque
v(t)seasolucióndelasecuaciones(4.6)-(4.9).Contodoeloelproblemade
ajustarlosvaloresdelosparámetrosτinyvrestquedadeﬁnidocomosiguiente
problemadeoptimizaciónconrestricciones:
minimizaψ J(v(τin,vrest)) sujetoa: (4.13a)
∂v
∂t−κTC∇
2v−fTC(v;τin,vrest)=0enΩ, (4.13b)
∂v
∂n=0en∂Ω, (4.13c)
v−vrest=0parat=0. (4.13d)
Cálculodeladerivada
Elproblemadeoptimizacióncondicionada,ecuaciones(4.13),sevaresol-
vermedianteunprocedimientoiterativobasadoenunalgoritmodedescenso.
Encadaiteraciónsemodiﬁcaránlosparámetrosdemaneraqueelfuncional
decostedisminuya.Paraqueeldesarrolodelmétodoseamásclaro,secon-
sideraαcualquieradelosparámetrosaajustarenelprocedimiento,enel
casoquenosocupaτinovrest.Seapuesunaperturbaciónenelparámetro,
α→α+δα, (4.14)
paradeterminarlaformaapropiadadeésta,sedesarrolaelfuncionalde
coste,J(α),aprimerorden,obteniendo
J(α+δα)≈J(α)+(DαJ)δα. (4.15)
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AquíDαesladerivadatotalrespectoalparámetroα.Deestaúltimaexpre-
siónsededucequeeligiendoδαproporcionalaDαJ,
δα∝−DαJ, (4.16)
dichaperturbacióndalugaraundescensoenelvalordelfuncionaldecoste,
δJ=J(α+δα)−J(α)∝−(DαJ)2<0. (4.17)
Senecesitapuesconocerladerivadadelfuncionaldecosterespectoal
parámetroconsiderado.Dadoqueelproblematotalhaquedadoformulado
comounproblemadeoptimizacióncondicionada,unaformadecalculardicha
derivadaesrecurriendoasuformulaciónlagrangiana.Paraelo,sedeﬁneel
siguientefuncionallagrangiano:
L(w,x,y;v(α),α)=
J(v)+
T
0 Ω
w ∂v∂t−κTC∇
2v−fTC(v,α) dΩdt
+
T
0 ∂Ω
x ∂v∂n ·dSdt+ Ωy(v(0)−vrest)dΩ, (4.18)
expresióndondew(r,t),x(r,t)andy(r)sonlosdenominadosMultiplicadores
deLagrange.Ahorabien,aplicandolaregladelacadena,setiene
DαL=∂L∂α+
∂L
∂vDαv=
∂J
∂α+
∂J
∂vDαv+
∂
∂α
T
0 Ω
w(·)dΩdt+
T
0 ∂Ω
x(·)·dSdt+
Ω
y(·)dΩ +
∂
∂v
T
0 Ω
w(·)dΩdt+
T
0 ∂Ω
x(·)·dSdt+
Ω
y(·)dΩ Dαv,
(4.19)
dondesehaomitidolapartedelasintegralesqueestánentreparéntesisal
objetodesimpliﬁcarlasexpresiones.
Nótesequesiselimitanlosvaloresdelavariablevasolucionesdelpro-
blema(4.6)-(4.9)losfuncionalesdecosteylagrangianocoinciden(J=L),
porloquetambiénloharánsusderivadas(DαL=DαJ).Unidoaesto,el
hechodequesetengalibertadparaelegirlos MultiplicadoresdeLagran-
ge(w,x,y)haráquesepuedacalcularladerivadaantesseñalada.Paraelo
reescribimosalgunosdelostérminosdelaexpresión4.19.Paraeltérmino
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temporal,integrandoporpartesseobtiene:
T
0
w∂∂vdt=
T
0
∂(wv)
∂t −v
∂w
∂t dt=wv|t=T−wv|t=0−
T
0
v∂w∂tdt
(4.20)
Deformasimilar,aplicandoelTeoremadelaDivergencia,eltérmino
difusivosetiene:
Ω
w∇2vΩ=
Ω
v∇2wdΩ+
Ω
∇·(w∇v−v∇w)dΩ=
=
Ω
v∇2wdΩ+
∂Ω
v∂w∂n·dS. (4.21)
Asípues,enlaexpresión4.19sepuedereescribirtérmino
∂
∂v
T
0 Ω
w(·)dΩdt =
T
0 Ω
−∂w∂t+∇
2w+∂fTC∂v(v,α)w dΩdt
+ ∂∂v Ω(wv|t=T−wv|t=0)dΩ+
T
0 ∂Ω
v∂w∂n·dSdt (4.22)
donde
∂fTC
∂v =
h
τin(v−vrest)(2−3v+vrest)−
1
τout.
Porúltimo,eltérminoasociadoaJ,haciendouso,denuevo,delTeorema
delaDivergenciasepuedeescribirenlaforma:
∂J
∂v=
N
i=1
T
0
|Ri|∂R∂vdt=
N
i=1
T
0
|Ri|∂∂v Ω
κTC
4πσ
∇2v
|r−ri|dΩdt=
=
N
i=1
T
0
κTC
4πσ Ω|Ri|∇
2 1
|r−ri|dΩ−
T
0 ∂Ω
|Ri|v∂∂n
1
|r−ri| ·dS dt.
(4.23)
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Contodoesto,laexpresión(4.19)sepuedereescribirenlaforma
DαL=∂J∂α+
∂
∂α
T
0 Ω
w(·)dΩdt+
T
0 ∂Ω
x(·)·dSdt+
Ω
y(·)dΩ
+∂∂v Ω(wv|t=T−wv|t=0)dΩ+κTC
T
0 ∂Ω
v∂w∂n·dSdtDαv
+∂∂v
T
0 ∂Ω
x(·)·dSdt+
Ω
y(·)dΩ+
T
0 ∂Ω
|Ri|v∂∂n
1
|r−ri| ·dSdtDαv
+
T
0 Ω
N
i=1
κTC
4πσ|Ri|v∇
2 1
|r−ri|−
∂w
∂t+∇
2w+∂fTC∂vw dΩdtDαv
(4.24)
Ahorabien,sepuedeneliminarlostérminosquemultiplicanaDαveli-
giendoapropiadamentelosmultiplicadoresdeLagrange.Asípues,siw(r,t)
essoluciónelsiguienteproblema,denominadousualmentecomoproblema
adjunto,
∂w
∂t+κTC∇
2w+∂fTC∂vw=−
N
i=1
κTCRi
4πσ∇
2 1
|r−ri| en Ω (4.25a)
∂w
∂n=
N
i=1
Ri
4πσ
∂
∂n
1
|r−ri| sobre ∂Ω (4.25b)
w=0 para t=T, (4.25c)
ylosotrosdos multiplicadoresseeligencomo:x(r,t) =κTC∂w(r,t)∂n +N
i=1
T
0
κTC
4πσ
Ri
|r−ri|ey(r)=w(r,0),setendráﬁnalmenteque
DαJ=DαL=∂J∂α+
∂
∂α
T
0 Ω
w(·)dΩdt+
T
0 ∂Ω
x(·)·dSdt+
Ω
y(·)dΩ .
(4.26)
Así,enelcasodequeseconsidereαcomoelparámetroτinseobtiene
DτinJ=
T
0 Ω
wh(1−v)(v−vrest)
2
τ2in dΩdt (4.27)
yparaelcasoα=vrest
DvrestJ=
T
0 Ω
w 2h(1−v)(v−vrest)τin +
1
τout dΩdt+ Ωw|t=0dΩ.(4.28)
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Enesencia,estasderivadasnosindicanlasensibilidaddelfuncionaldecoste
alasmodiﬁcacionesrealizadassobrelosparámetrosconsiderados.
Introduccióndelasfuncionesdenivel
Enlaresolucióndelproblemainversointroducimosotraaproximación,
sóloseconsiderandostiposdetejidos:sanoeisquémico.Estabúsquedade
solucionesbinariashacequeseaapropiadoelusodefuncionesdenivelpara
representarlazonaafectada.
Laintroduccióndelafuncionesdenivelenlaresolucióndeproblemas
inversosactúacomounaregularizaciónadicional,siendoespecialmenteefec-
tivacuandosebuscansolucionesunafronteraprecisa.Denoserasí,sucede
queenmuchasocasioneslasoluciónobtenidaaparecemuydifuminadaysin
fronterasclaramentedeterminadas.Dadoque,enelproblemaqueseestudia,
laszonasafectadaspresentandiferenciasclarasrespectoalassanaslohace
apropiadoparaelusodetalesfuncionesdenivel.
SeaSTC⊂Ωlazonaafectadaparalasolucióncandidatapropuestacon
elmodeloTC.Adichazonaafectadaseleasociaunafunciónescalar
ψ(r):RDim(STC)+1→R,
detalmaneraquelafronteradeSTCsecorrespondeconlacurvadenivel0
dichafunción,esdecir,
ψ(r)= ≤0 sir∈STC,>0 sir/∈STC. (4.29)
Nótesequeψesdedimensiónunomayorqueladeltejidoyque,enprinci-
pio,puedesercualquieraquecumplalacondición4.29.Unadescripciónde
estetipopresentapresentacomoprincipalesventajasquepermitemodiﬁcar
fácilmentelafronteradelazonaafectadylaaparición,demaneranatural,
denuevaszonasafectadassencilamentemodiﬁcadolafunciónψ.
Talycomoseindicóenlasección4.3.1,laszonasdeltejidocardíaco
afectadasporisquemiaestáncaracterizadasporunosvaloresanómalosde
losparámetrosτinyvrest,véasetabla4.2.Porloquesilazonaafectada,
STC,serepresentahaciendousodelafuncióndenivelψ(r),ladistribución
espacialdelosparámetrosτin(r)yvrest(r)puederepresentaseenlaforma
τin(r)=(τHin−τIin)H(ψ(r))+τIin,
vrest(r)=(vHrest−vIrest)H(ψ(r))+vIrest. (4.30)
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dondeH(·)representalafuncióndeHeavisidey(τHin,vHrest)y(τIin,vIrest)sonlosvaloreslocalesdedichosparámetrosparaelcasodetejidosanoytejido
isquémico,respectivamente.
Ahorabien,deﬁnidadeestaformalazonaafectada,sepuedeconsiderar
queelfuncionaldecostesólodependededichavariable,
J(τin(ψ),vrest(ψ)):=J(ψ).
Porestarazón,ladireccióndedescensopuedeserdeterminadacalculando
DψJ,derivadaqueaplicandolaregladelacadena,
DψJ=∂J∂τin
∂τin
∂ψ+
∂J
∂vrest
∂vrest
∂ψ, (4.31)
quedaﬁnalmentecomo
DψJ=
T
0 Ω
−w∂fTC∂ψdΩdt+ Ωw(0)
∂vrest
∂ψ dΩ=
−
T
0 Ω
w (τHin−τIin)∂fTC∂τin+(v
Hrest−vIrest)∂fTC∂vrest
∂H(ψ)
∂ψ dtdΩ
+
Ω
w(0)(vHrest−vIrest)∂H(ψ)∂ψ dΩ. (4.32)
Enestaúltimaexpresión
∂fTC
∂τin=−
h(1−v)(v−vrest)2
τ2in
∂fTC
∂vrest=−
2h(1−v)(v−vrest)
τin +
1
τout.
4.4.2. Algoritmodedescenso
Unavezobtenidoladerivadadelfuncionaldecosterespectoalparámetro
querepresentaráalazonaafectada,seestáendisposicióndeestablecerun
algoritmoiterativoenpararesolverelproblema(4.13)(véaselaﬁgura4.3).
Paso0Previo.Seconocen:eltejido(Ω),númeroyposicióndeloselectrodos
({ri}i=1,..,N)ylosdatosreales{ϕiLR(t)}i=1,..,N.
Paso1Inicio.Seeligeunafuncióninicialψ0(r),quetengaasociadaunaregión
afectadacircularyenelcentrodeltejido.
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Paso2Datoscandidato.ParalazonaafectadaseresuelveelmodeloTC(ecua-
ciones(4.6)-(4.9))yseobtienenlosdatosasociadosalcandidato{ϕiLR(t)}i=1,..,N.
Paso3Cálculodelcoste.SecalculaelvalordeJ(ψ)utilizandolaexpresión
(4.12).
Paso4Criterioparada.Sedeterminasielvalordelcostehaalcanzadoun
comportamientoestacionario.Sielcostehadejadodebajarﬁnalizamos
elprocedimiento.
Paso5Cálculoadjunto.Conlosresiduos(Ri(t))seresuelveelproblemaad-
junto(ecuación4.25),calculandow(r,t).
Paso6Cálculodeladerivada.Aplicandolaexpresión(4.32)secalculaDψJ(r)
Paso7Actualizacióndeψ(r).Resolvemoslasiguienteleydeevolucióndiscreta
(véaseecuación(4.16))
ψn+1(r)=ψn(r)−λDψJ(ψn(r)) (4.33)
Paso8Cierrebucle.Paso2.
Elvalorλen(4.33)seajustaempíricamente,alcomienzodelalgoritmo.
Nóteseque,estrictamente,laderivadadelfuncionaldecostesóloestádeﬁnido
enlafronteradelazonaafectada,esdecir,∂STC={r∈Ω:ψn(r)=0}.Este
hechopuedesercuasantedenumerosasinestabilidadesnuméricasporloque
seexiendeDψJsobreunafranjadelgadadeanchura,∂STC:=χ(STC,).
Adicionalmente,dichogradienteessuavizadoconvolucionándoloconnúcleo
gaussiano[3].
4.5. Experimentosnuméricosyresultados
Conelobjetivodeanalizarelcomportamientodelalgoritmoderecons-
truccióndeisquemiaengeometrías2D,seconsiderandistintosescenariosde
trabajo.Losdatossintéticosobtenidos,consideradoscomodatosreales,se
obtieneapartirdelmodeloLRdyelmodelodecaptaciónpresentadosenla
Sección4.2.1y4.2.2.Paratodoslosescenariospresentadosenestecapítulo,
seconsiderauntejidocardíacobidimensionalΩdetamaño5,5×5,5cm2.El
protocolodeestimulaciónconsisteenunpulsodefrenteplano,Ist,aplicado
enelladoizquierdodeltejidocardíaco(véaseFigura4.1(a)).
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Lasecuaciones4.2y4.3seresuelvenimplementandounesquemadedi-
ferenciasﬁnitasenelquelapartededifusiónsetratademaneraimplícitay
ladereacciónexplícita:
vt+1−vt
∆t =κ∇v
t+1+f(vt;t). (4.34)
Elmaladoespacialutilizadoesde100×100nodosyelpasotemporalesde
∆t=2,4×10−3ms,empíricamentecalculadoparaasegurarlaestabilidadde
lasolución.LosdatosobservadosϕiLR(t)seobtienenapartirdeunconjuntocuadrangulardeN=5×5electrodosequidistantementedistribuidosyloca-
lizadosa0,5cmdeltejidocardíaco(véaseFigura4.1(a)yFigura4.4(a)).El
tiempototalderegistroesdeT=300ms.Losestudiosnuméricosrealizados
sedividenendostipos:
Pruebasdereconstrucción.Paraestaspruebassedeseaevaluarelcom-
portamientodelmétodopropuestobajodistintasformasderegiones
isquémicas.Seproponentresescenariosdistintos:unazonaisquémica,
dosregionesisquémicasnoconectadasyﬁnalmenteunazonaisquémica
alargada.AlasseñalesdeentradaϕiLR(t)selesaplicaunruidodeSNR=20dBs.Deigualmanera,lasreconstruccionesobtenidassecompa-
ranconlamejorsoluciónposibledelmétododeTikhonov,estoes,se
calculaparacadainstantedetiempolasoluciónparalaregularización
deTikhonov,ysetomaaquelaquehayaobtenidoelmáximovalordel
CoeﬁcientedeSimulitud(SC).
Pruebasderobustez.Además,serealizaunestudiodelarobustezdel
algoritmobajodistintosescenariosconsideradosclavesparaunafutura
generalización.Primero,severiﬁcaelcomportamientodelmétodobajo
erroresenladistanciaentreeltejidocardíacoyloselectrodosdelos
cualesseobtienenlosdatos.Posteriormente,seevalúanlasreconstruc-
cionesobtenidasparadistintasdiscretizaciones.Finalmente,sehaceun
estudiocondosisquemiasnoconectadas,variandolasdistanciaquelas
separa.
Métricasdeevaluación
Aligualqueeneltrabajode Wangetal[80],paraevaluarlacalidadde
lasreconstruccionesdelosmétodosutilizados,seproponeelusodemétricas
apropiadas.SeconsideracomotejidoisquémicoreallasregionesS(r)donde
elparámetro[K]+o(r)>5,4mmol/L(verTabla4.1).Portanto,usandola
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funciónHeaviside,sepuedeescribir
S(r)=H [K]+o(r)−5,4. (4.35)
Porotrolado,lasregionesisquémicasobtenidasconlosmétodosderecons-
trucciónsedeﬁnencomoSTC(r)=H(ψ(r)).Enbaseaesto,sedeﬁnenlas
tresmétricasautilizar:
Elcoeﬁcientedesemejanza(SCdelingléssimilaritycoeﬃ-
cient.Esunamedidadelgradodesimilitudoigualdadentreambas
regiones,ysecalculacomo
SC= ΩS(r)STC(r)dΩ
ΩS(r)dΩ ΩSTC(r)dΩ
. (4.36)
Elerrorsensibilidad(SN).Sedeﬁnecomolaporcióndeisquemia
realquenoesdetectadaporelalgoritmo(tasadefalsosnegativos),
obtenidaporlasiguienteexpresión:
SN= ΩS(r)(1−STC(r))dΩ
ΩS(r)dΩ
, (4.37)
Elerrordeespeciﬁcidad(SP).Sedeﬁnecomolaporcióndezonas
reconstruidascomoisquemia,queestánfueradelaregiónisquémica
real(tasadefalsospositivos),dadapor:
SP= ΩSTC(r)(1−S(r))dΩ
ΩSTC(r)dΩ
. (4.38)
Usandoestasmétricas,seconsideraquelamejorreconstrucciónseráaque-
laqueproveadelvalordeSCmásaltoyademás,valorespequeñosdeSNy
SP.
4.5.1. Reconstruccióndeisquémia
Parareconstruirlaszonasisquémicasseprocedecomosehadescritoen
laSección4.3.2.Primero,seestimaelcoeﬁcientededifusión,paralassi-
mulacionesrealizadasseencontróunvalorparaestecoeﬁcientedeκTC=
1,4×10−3cm2/ms.Posteriormente,seresuelvenlasecuaciones (4.13b)-
(4.13d)conunpasotemporalde∆t=0,24ms,elcuales100vecesmás
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Figura4.4:ReconstruccióndeunasolaisquemiaparaSNR=20dBs.(a)
Laisquemiarealsesitúaenlaesquinasuperiorderechadeltejidocardíaco.
Losasteriscosdenotanlaposicióndeloselectrodos,situadasa0.5cmdel
tejido.(b)Reconstruccióndelaisquemiaobtenidaconelmétodopropuesto.
(c)ReconstruccióndelaisquemiausandoelmétododeTikhonov.Ambasre-
construcciones,muestranlosvaloresobtenidosconlasmétricasdeevaluación.
(d)Medidarealobtenidadelelectrodomarcadoenelpanel(a),paraSNR
=20dBs.Además,semuestranlasmedidasobtenidasparalareconstrucción
inicialyﬁnal
altoqueelpasotemporalusadoparasimularlosdatosobservadosconelmo-
deloLuo-Rudy.Enlaecuación(4.33)sedeﬁnecomoreconstruccióninicial
ψ0(r)unazonaisquémicacircularlocalizadaenelcentrodeltejidocardíaco.
Parapropósitosnuméricos,lafunciónHeavisidesetomacomounafunción
sigmoide.
4.5.2. Pruebasdereconstrucción
Comosemencionóanteriormente,sedeseaevaluarelcomportamiento
delalgoritmobajodistintasformasdeisquemia.LaFigura4.4muestrala
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localizaciónrealdeunaregiónisquémicasituadaenlapartesuperiorderecho
deltejidocardíaco(Panel(a)).Luegodevariasiteraciones,lafuncióndecoste
sevuelveestableyseconsideraqueelalgoritmohaconvergido.Elperﬁldel
valorτin(r)reconstruidosemuestraenelpanel(b),dondeademássecalcula
losvaloresdelasmétricaspropuestas.Sepuedeobservar,queelcoeﬁcientede
similitudparaestecasoesde0.87,obteniendoademáserroresdesensibilidad
yespeciﬁcidadrelativamentebajos.Encontraste,semuestraenelpanel
(c)laregiónisquémicaobtenidaparalaregularizacióndeTikhonov.Esta
aproximaciónesconsideradalamejorestimaciónposibleparaestemétodo,
yaquesecalculaparacadainstantedetiempoysecomparaconelperﬁl
realdeisquemia.Finalmente,setomalareconstrucciónqueobtuvoelmayor
coeﬁcientedesimilitud.Porotrolado,enelpanel(d)seobservalamedida
remotaobtenidaenelelectrodoseñaladoenelpanel(a),elcualsesituacerca
delaregíonisquémica.Deigualmanera,semuestralagráﬁcadelamedida
remotaparaesteelectrodoenlaiteracióninicialyﬁnaldelalgoritmo.En
lacual,sepuedeobservarcomoelprocedimientovaajustandosealosdatos
observadosϕS(t)obteniendounamorfologíasimilar.
Enelsegundoescenario,seplanteaunaregiónisquémicaunpocomás
compleja.Esporeloque,paraestapruebaseproponeunaisquémiaalargada
situadaalaizquierdadeltejidocardíaco.LaFigura4.5(a),muestraelperﬁl
delaregiónafectadareal.Posteriormente,enlospaneles(b)y(c)semuestran
lasreconstruccionesobtenidasparaelmétododesarroladoenestadisertación
yelmétododeTikhonov.Unacomparacióncualitativamuestraquemientras
quelaaproximaciónobtenidaconTikhonovsobrestimalaregiónisquémica,
laestimaciónobtenidaconelalgoritmousandolasfuncionesdenivelajusta
mejorlaformadeseada.Paraamboscasos,lalocalizaciónselazonaafectada
esestimadasatisfactoriamente.
Posteriormente,seevalúaelalgoritmocondosregionesisquémicasno
conectadas.Lamayoríadelosmétodosderegularizaciónencontradosenla
literaturafalanalmomentodereconstruirzonasisquémicasconestascarac-
terísticas[52,69].LosresultadosdeesteescenariosemuestranenlaFigura
4.5paraloscasosdelafuncióndenivel(e)yelmétododeTikhonov(f).En
estecaso,sepuedeobservarquebienambosmétodossobrestimanlazona
isquémica,lasmétricasdeloserroresparalasaproximaciónusandoTikhonov
essuperior.Sinembargo,latasadelerrordeespeciﬁcidad(falsospositivos)
paraelcasodelmétodopropuestoesmenoral15%.
Engeneral,lametodologíapropuestalograresultadossatisfactorios.Se
puedenobservarlasmétricasdecalidadparalosexperimentosconsiderados.
Entodosloscasos,seobtienenaltosvaloresdeSC,loqueindicaquelamayor
partedelazonaafectadasehadetectadocorrectamente,proporcionando
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Figura4.5:Reconstruccióndeunaisquemiaalargadaydosisquemiasno
conectadasparaSNR=20dBs.(a)y(b)Isquemiasrealesparaambosesce-
narios.(b)y(e)Reconstruccionesobtenidasparaelmétodopropuestocon
susrespectivasmétricasdeevaluación.(c)y(f)Reconstruccionesobtenidas
conlaregularizacióndeTikhonov,consusrespectivasmétricasdeevaluación
tambiénunabuenaestimaciónparasutamañoyubicación.Estoconcuerda
conlosvaloresbajosdeSN,loquedemuestraquesedetectacasitodala
regiónisquémicareal.Sinembargo,losvaloresdeSPindicanquelasáreas
reconstruidasestánligeramentesobreestimada.Estosepuedeatribuiralas
diferenciasenlazonadetransiciónentrelarealylaisquemiareconstruida.
Nota,enlasreconstruccionesdenoseconsideranzonasdetransiciónentre
eltejidosanoyelisquémico.
4.5.3. Pruebasderobustez
Paraanalizarloslímitesylatoleranciadelmétodopropuestoseproponen
tresexperimentosadicionales.Especíﬁcamente,seestudia:i)ladependencia
enerroresdelocalizacióndeloselectrodos;i)ladependenciaespacialde
ladiscretizacióndelmaladoenelalgoritmodeinversión;yii)lahabili-
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daddelprocedimientoalmomentodereconstruirdosregionesisquémicasno
conectadassituadasaunadistanciamuypequeña.
Enlaspruebasanteriores,seasumequelaposicióndeloselectrodoses
conocida.Sinembargo,estonotieneporquéserciertoenunasituación
realista,dondelaposicióndeloselectrodosconrespectoaltejidocardíaco
noesperfectamenteconocido.Porlotanto,seexplorasiesposibleestimar
regionesisquémicasconunaprecisiónrazonablecuandolaslocalizaciónen
elejez(variaciónenlaaltura)deelectrodosnosonexactos.
Pararealizarestaprueba,seutilizanlosdatosobservadosϕiLR(t)asocia-dosalaconﬁguracióndedosregionesisquémicasnoconectadas(verFigura
4.5,panel(d)).Laposicióndeloselectrodosparaelprocedimientoinverso
seasumedistinta,esdecir,seconsiderandistintosescenariosenloscualesla
distanciaentreelelectrodoyeltejidoesde:z=[0.3,0.4,0.5,···,0.8,0.9,
1].LasmétricasobtenidassepresentanenlaFigura4.6,dondesemuestra
laevolucióndelosvaloresdeSC,SPySNparalasdistintasalturasdel
electrodo.Comoeradeesperar,losvaloresmásaltosdeSCseobtienede
laconﬁguracióndelelectrodoenelquetantolosdatosobservadoscomola
obtenidasusandoelalgoritmosecalculanutilizandolosmismosposiciónz.
Enloscasosenloscualeslaposiciónzdelelectrodosimuladoesdistintoal
realdisminuyeelvalordeSC.Elmismorazonamientosepuedeatribuira
lamétricaSN,enlosqueamedidaqueaumentamoselzelprocedimiento
inversotiendeasobrestimarlaregiónafectada.
.
Además,seanalizalosefectosdedistintasdiscretizacionesespacialespara
elprocedimientoinverso.Aligualqueenelprocedimientoanterior,seconsi-
deraelcasodeuntejidocardíacocondosregionesisquémicasnoconectadas
discretizadasconunmaladode100×100)nodos,posteriormenteserealizan
reconstruccionesasumiendolossiguientesmalados:20×20,40×40,60×60,
y80×80.Lacalidaddelasmétricasparaesteexperimentosemuestranen
laTabla4.3.Comosepuedeobservar,losvaloresmásprecisosseobtienen
paradiscretizacionesmásaltas.Sinembargo,entodosloscasoselmétodoes
capazdelocalizarlasdosregionesisquémicas.
Tabla4.3:Métricascalidadconsiderandodistintasescalasdediscretización
paraelprocesodeinversión.
Discretización 20×20 40×40 60×60 80×80
SC 0.65 0.75 0.76 0.79
SN 0.21 0.12 0.10 0.09
SP 0.38 0.32 0.28 0.25
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Finalmente,severiﬁcanloslímitesdelaresoluciónespacialdelalgoritmo
propuestoparareconstruirdosregionesisquémicasvariandoladistanciaque
lassepara.Paraesteescenarioseconsiderandoszonasisquémicascirculares
conunradioﬁjode0,7cm,cuyoscentrosestánseparadosaunadistanciad.
Especíﬁcamente,seconsidera:d=1,5,2,125,3,375cm,comosemuestraen
laFigura4.7panel(a).Lospaneles(b),(c)y(d)muestranlasreconstruc-
cionesﬁnalesparacadaunodeloscasos,respectivamente.
Sepuedeobservarqueenelcasoded=2,125cmyd=3,375cmse
obtieneunabuenaestimacióndelalocalización,formaytamañodelasre-
gionesisquémicas.Sinembargo,paraelcasoded=1,5
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.10
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
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0.7
0.8
0.9
1
z−locations
 
 
SC
SN
SP
cm,seaproximala
localizacióndelaszonasafectadasperodadalacercaníadelasisquemias,el
algoritmonoescapazdesepararlasreconstruccionescompletamente.
Figura4.6:Calculodelasmétricasparalasreconstruccionesobtenidasa
distintasposicionesdelelectrodo(variandoúnicamentelaaltura).Laposición
enzusadaparaelcalculodelosdatosobservadosϕiLRseﬁjaaz=0.5cm,mientrasqueenelprocedimientoinversoseasumenposicionesdelelectrodo
enzdez={0,3,0,4,...,1,0}cmparaϕiTC.
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Figura4.7:Reconstruccióndedosisquemiasadiferentesdistanciasdesepara-
ción.(a)Conﬁguraciónde[K]+o(r)original.semuestranlosdistintosarreglosdelosexperimentosrepresentadosencírculosdelmismocolor.Reconstruc-
ciónﬁnalparalasdistintasseparaciones:(b)d=3,375cm;(c)d=2,125cm;
and(d)d=1,5cm.
4.6. Conclusiones
Enestecapituloseproponeunamaneradeabordarelproblemainverso
enelectrocardiografíaaprovechandolacorrelaciónespaciotemporalexistente
enlasmedidasdevoltaje.Enparticular,seplanteaelproblemadeestimar
laforma,tamañoylocalizacióndezonasisquémicasenuntejidocardíaco
2D.Elobjetivoprincipalescomprobarsilosmodelossimplesquedescriben
elcomportamientoeléctricodeltejidocardíacosepuedenutilizarparala
caracterizacióndelasregionesisquémicascardiacasapartirdemedicionesde
voltajeaciertadistanciadeltejidocardíaco.Pararesolverelproblemadirecto
einversoseutilizandistintosmodelosiónicos.Paraelproblemadirecto,se
empleaunmodeloelectroﬁsiológicodetalado,elmodelodeLuo-Rudy,que
simulalaactividadeléctricabajocondicionesisquémicasydeuntejidosano.
Porotrolado,paraelproblemainversoseutilizaunmodelofenomenológico
simple,elmodelodelasdoscorrientes.
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Elprocedimientodeinversiónincorporaunafasesemi-automáticaque
caracterizalaspropiedadesdeconduccióndeltejidocardíaco(parámetrode
difusión)usandoinformacióncontenidaenlosdatosobservados.Lasregiones
isquémicassemodelaronusandotécnicasdefuncionesdenivel.Losresulta-
dosmuestranqueelmétodopropuestoescapazdelocalizarycaracterizar
regionesisquémicasdedistintasconﬁguraciones,quepudieranonoestarco-
nectadas.Además,esunmétodorobustoconrespectoaerroresenlaubica-
cióndeloselectrodos,ydiscretizacióndeltejidocardíaco.Adicionalmente,se
comparanlasreconstruccionesobtenidasconlamejorreconstrucciónposible
delmétododeTikhonov.
Estetrabajoesunapruebadeprincipiodeunproblemainversoenelec-
trocardiogradíaquedemuestraquepuedenosernecesarioelusodemodelos
complejosycomputacionalmentecostososensituacionesrealistas.Aunque
enestetrabajosehautilizadolaisquemiamostrarestaconclusión,esta
metodologíapodríaaplicarseaotrassituacionespatológicastalescomola
caracterizacióndevíaslentasogradientesderepolarizaciónqueconducena
reentradaspro-arrítmicas,yestovaaserobjetodefuturosestudios.
Enelsiguientecapítulo,seplantealaampliacióndelestudiodeesteen-
foqueensituacionesmásrealistas,comogeometríasdecorazónytorso3D.

Capítulo5
Reconstruccióndezonas
isquémicasengeometrías3D
Elpresentecapítulo,sededicaalestudiodelmétodopropuestoparare-
solverelproblemainversoenelectrocardiografíapresentadoenelcapítulo
anteriorparalareconstrucciónderegionesisquémicasengeometrías3D.
Unaextensiónnaturaldelaspruebasobtenidasenelcapitulo4,eslaim-
plementacióndelmétododeregularizaciónensituacionesmásrealistaspara
unafuturaveriﬁcacióncondatosclínicosreales.Paralograresto,seplantea
elestudiodedistintosescenariosdondeelniveldecomplejidadaumentegra-
dualmente.Especíﬁcamentesepresentantrestiposdegeometríasdistintas
pararepresentarlarelacióncorazón-torso.Primero,sesuponendossuperﬁ-
ciesesféricasconcéntricas.Posteriormente,serealizaunapruebacondossu-
perﬁciesesféricasno-concéntricasyﬁnalmenteseveriﬁcaelcomportamiento
delprocedimientoinversosobreunmaladodeunasuperﬁciedecorazónyde
torsoanatómicamenterealista.Lasreconstruccionesobtenidassecomparan
conelmejorresultadoposibledelaregularizacióndeTikhonovdeordence-
ro.Deigualmanera,seevalúanlosresultadosusandolasmétricasdeﬁnidas
enelcapítuloanterior:coeﬁcientedesemejanza(SC),errordesensibilidad
(SN)yerrordeespeciﬁcidad(SP).
Elcapítuloestáorganizadodelasiguienteforma.Enlasección5.1sedes-
cribenlasecuacionesnecesariaspararesolverelmodelodirectousandoun
maladotriangular.Enlasección5.2,sepresentanlosexperimentosnuméri-
cos.Finalmente,sepresentanlasconclusionesdeestecapítuloenlasección
5.3.
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5.1. Solucióndelaecuaciónenunasuperﬁcie
cerrada
AlolargodeestecapítulosevanaconsiderarsuperﬁciescerradasenR3,
talessonloscasosdelmodelodesuperﬁciesesféricascomoeldesuperﬁciedel
epicardio.Parapoderincorporartalessuperﬁciesanuestrosestudiosnumé-
ricos,dichassuperﬁciessediscretizancomoaunamalatriangular.Enestas
circunstancias,pararesolverlaEDPdelpotencialdemembrana(v(r,t))no
sepuedeutilizarelmétodonuméricobasadoendiferenciasﬁnitasdescritoen
elcapítuloanterior.Sedebedesarrolarunmétodonuméricoapropiadopara
estetipodegeometríaydiscretización.Asípues,enestasecciónseexplica
elprocedimientonuméricoimplentadopararesolverunaecuaciónreacción-
difusióncomolaquerigeelcomportamientodelpotencialdemembranaen
unasuperﬁciecerrada.
Sepretenderesolvernuméricamentelaecuación1,
∂v
∂t=κ∇
2v+f(v) en Ω
v(r,t=0)=v0. (5.1)
dondeΩ:(u,v)→R3esunasuperﬁciecerrada.ElhechodequeΩnotenga
bordeshacequeestaecuaciónnotengacondicionesdefrontera.Seasume
quelaversióndiscretadeΩestácaracterizadaporunmaladotriangularde
nodosN={ni}i=1..NnyelementosT={ti}i=1..Nt.
Deigualmodoqueenelcapítuloanterior,seutilizaunmétodosemi-
implícito,porloquedadaunadiscretizacióntemporal,caracterizadapor
∆t,laecuaciónanterioradquierelaformadiscreta
1−∆tκ∇2 vt+1=vt+∆tf(vt). (5.2)
Ecuaciónqueensuformulacióndébilseescribecomo
Ω
uvt+1dΩ+∆tκ
Ω
∇u·∇vt+1dΩ=
Ω
uvtdΩ+∆t
Ω
uf(vt)dΩ (5.3)
paracualquierfuncióntestu(r):Ω→R.Talycomosehaceusualemente
eneldesarrolodel MétododeElementosFinitos,seeligeunconjuntode
funcionesbase,{ηi(r)}i=1..Nn,enelquesedesarrolatantolasolución(v)
1Técnicamente,dadoqueladifusiónseproduceenlasuperﬁcie(Ω)ellaplaciano(∇2)
deberíaexplicitarestehecho,esdecir,tratarsecomoeloperadordeLaplace-Beltrami(∇2Ω)pero,porsencilez,semantienenotaciónutilizadahastaahora.
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comolafuncióntest(u).Comofuncionesbaseseescogenfuncioneslineales
dentrodecadatriángulodeTtalesque
ηi(rj)j=1,2,3=δij
siendorjlaposicióndelostresnodosdeltriángulo.
Siguiendoelprocedimientoestándardelmétododeelementosﬁnitos,se
proyectalasoluciónenlasfuncionesbase
vt+1(r)=
Nn
i=1
Vt+1i ηi(r)
yseproyectalaecuación5.2encadaunadeloselementosdelabase{ηj}j=1..Nn,esdecir,seconsideranNnfuncionestestyparacadaunadeelasseestablece
laecuación:
∀j,
Ω
ηj
Nn
i=1
Vt+1i ηidΩ+∆tκ Ω∇η
j·∇
Nn
i=1
Vt+1i ηidΩ=
Ω
ηj
Nn
i=1
VtiηidΩ+∆tΩη
j
Nn
i=1
FtiηidΩ, (5.4)
ecuaciónquematricialmenteadquierelaforma
[M+∆tκK]Vt+1=M Vt+∆tFt (5.5)
dondeelvectorVt+1=es[Vt+11 ,Vt+12 ,..,Vt+1Nn ]yanálogamenteVt=[Vt1,Vt2,..,VtNn]yFt=[Ft1,Ft2,..,FtNn].LasmatricesM yK,denominadasrespectivamentematrizdemasay
matrizderigidez,atiendenalasexpresiones
Mi,j=
Ω
ηjηidΩ Ki,j)=
Ω
∇ηj·∇ηidΩ.
Ambasmatricessepuedencalcularexplícitamente(véaseApéndiceA)para
obtenerque
Ki,j=


cot(αij)+cot(βij)
2 ,sii=j
−
j∈N(i)
Mi,j, sii=j, (5.6)
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conocidacomofórmuladelacotangenteparalaversióndiscretadeloperador
deLaplace-Beltrami,y
Mi,j=


|t1|+|t2|
12 , sii=j
j∈N(i)
|tk|
6,sii=j,
(5.7)
comomatrizdemasa.Enestasexpresionesαi,jyβi,jsonlosdosángulos
interioresdeltriánguloopuestosalladoij,|ti|eseláreadeltriánguloi,yt1,
t2sonlostriángulosquecompartenelladoij,y,porúltimo,N(i)indicael
conjuntodetriánguloqueposeenelnodoicomounodesusvértices.
Finalmente,elmétodonuméricopararesolverlaecuación5.1quedade
lasiguienteforma:
[M+∆tκK]Vt+1=M Vt+∆tFt (5.8)
deﬁniendolafactorizaciónLUdelamatrizresultantedelladoderechodela
ecuacióncomosigue
LU=[M+∆tκK] (5.9)
sepuededeﬁnirelsiguientesistema
LY =M Vt+∆tFt (5.10)
UVt+1=Y (5.11)
Loquereduceelcostocomputacionalenelprocedimientoiterativo.
5.2. Experimentosnuméricosyresultados
Paraevaluarelcomportamientodelmétodopropuestoengeometrías3D,
seconsiderantresescenariosdistintos:(1)Serealizanpruebasdecondiciones
inicialesydereconstruccióndedistintasisquemiasparaelcasodedosesfe-
rasconcéntricas.Donde,lasuperﬁcieesféricainteriorrepresentalasuperﬁcie
delcorazón,mientrasquelasuperﬁcieesféricaexteriorrepresentalaposición
deloselectrodosquemidenlaactividadeléctrica;(2)Seconsiderandossu-
perﬁciesesféricasnoconcéntricas,dondesehaceunprimeracercamientoa
condicionesmásrealistas;(3)Finalmente,seconsideraelprocedimientoen
unageometríaanatómicamentereal.Paratodoslosexperimentos,elalgorit-
modereconstrucciónseaplicaaunsolociclocardíacodelongitudT=240
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ms,enestadoestacionario.Elprocedimientoinversosedetienecuandoel
funcionaldecostesehaceestable.Aligualqueenelcaso2D,lasreconstruc-
cionesobtenidasseevalúanusandolassiguientesmétricas:(1)elcoeﬁciente
decorrelaciónosemejanza(SC)entreconﬁguracióndelaisquemiarealyla
reconstrucción;(2)elerrordesensitividad(SN),elcualsedeﬁnecomola
tasadeisquemiarealquenohasidodetectadaporelalgoritmo(falsosnega-
tivos);y(3)elerrordeespeciﬁcidad(SP),elcualsedeﬁnecomolatasade
zonasisquémicaserroneamentediagnosticadascomosanasfueradelaregión
deisquemiareal(falsosnegativos)[80].
5.2.1. Modelodeesferasconcéntricas
EnesteescenarioseconsiderauntejidocardíacoΩHdesuperfícieesférica
deradio55,0mm,elcualhasidodiscretizadousandounamalatriangular
deelementosﬁnitosde4470nodosgeneradosconGmsh[1].Paralasmedidas
remotas,seconsideraunconjuntode700electrodoslocalizadosenlasuperﬁ-
ciedeunaesferaconcéntricaderadio65,0mm.EnlaFigura5.1semuestra
lageometríausadaparaesteexperimentonuméricodondesedistribuciónde
loselectrodosalrededordeltejidocardíaco.
Figura5.1:Geometríadeltejidocardíacoyloselectrodosparaelprimer
escenarioconsideradoconesferasconcentricas
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Comoprimeraaproximaciónalasgeometríasreales,seconsideraeneste
primerexperimentounaisquemiacircularderadio14mm,comosemuestra
enlaFigura5.3panel(a).Previamente,seañadenﬂuctuacionesde10%
alosvaloresdelparámetrodelmodelo.Elobjetivodeesteexperimentoes
veriﬁcar,sielprocedimientoinversoescapazdereconstruirunasolaisquemia
independientedelaconﬁguracióninicialdelcandidatoconlaqueseformule
elprocedimientoinversoiterativo.Enestecaso,seconsiderantrescasos
distintos:Caso1:asumiendoqueeltejidocardíacoinicialessano;Caso2,se
inicializaelalgoritmosuponiendounazonaisquémicaenunazonacercanaa
laisquemiarealyﬁnalmente;elCaso3,dondeseasumeunaisquemiainicial
enunazonaalejadadelaisquemiareal.EnlaFigura5.3paneles(b),(c)y(d)
semuestranlosperﬁlesreconstruidosdelparámetroτin(rH)paracadacaso,
respectivamente.Unacomparacióncualitativadedelasregionesisquémicas
reconstruidasmuestraqueelprocedimientoesexitosoparatodosloscasos.
EnlaFigura5.2semuestralapropagacióndelpotencialdeacciónatravés
deltejidocardíacoconlapresenciadeunazonaisquémicacircular.Como
sepuedeobservar,elmodeloreproduceelcomportamientodelacardiopatía
isquémicareduciendolavelocidaddeconducciónenlazonaafectada.
Figura5.2:Propagacióndelaactividadeléctricaeneltejidocardíacopara
elcasodeunageometríaesféricaconunaisquemiacircular
Continuandoconelmodelodesuperﬁciesesféricas,sepresentaunestudio
delcomportamientodelmétodoadistintosnivelesderuido.Análogamente,
seconsideranﬂuctuacionesaleatoriasde:15%,20%y25%alosvaloresde
losparámetrosdelmodelo.Losresultados,semuestranenlaTabla5.1.
Entrelaspruebasderobustez,paraelcasodedosesferasconcéntricas,
sedeseaveriﬁcarlasensibilidadalgoritmopropuestoconrespectoaltamaño
delaregiónisquémicaareal.Paraveriﬁcarelcomportamientoelmétodoen
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RealIschemia Reconstructions
(a) (b) (c) (d)
Figura5.3:Reconstrucciónderegionesisquémicasconsiderandodistintosper-
ﬁlesdecondicionesinicialesconﬂuctuacionesaleatoriasde10%enlospáme-
trosdelmodelo.(a)Representalaconﬁguraciónespacialdelaisquemiareal:
rojoisquemia,verdelazonadetransiciónyazuleltejidosano.Paneles(b),
(c)and(d)representanlasreconstruccionesﬁnalesdelalgorimopropuesto
considerandodistintasconﬁguracionesinicialesτin(rH)paraelprocedimiento
iterativoinverso.(b)Caso1,asumiendountejidoinicialsano.(c)Case2,
considerandounaregiónisquémicapequeñacercanaalaposicióndelazona
isquémicareal.(d)Caso3,considerandounazonaisquémicaenotrolugar
deltejidocardiaco.
estasituación,seconsiderantresescenariosdistintos:(1)Unaregiónisqué-
micacircularderadio2cm,(2)unazonaisquémicacircularderadio0.5cm,
yﬁnalmenteunaisquemiacircularderadio0.2.EnlaFigura5.5,ﬁlasupe-
riorsemuestranlasconﬁguracionesparalasregionesisquémicasrealespara
cadaescenario.Adicionalmente,laesferaexteriorquerepresentalasposición
deloselectrodoslocalizadoseneltorso,tieneunradiode165mm(apro-
ximadamentetresveceseltamañodelaesferainterior,tomandoencuenta
proporcionesanatómicasrealesentreeltorsoyelcorazón,véaseFigura5.4).
Lacantidadtotaldemedidastomadasparaestecasoesde700puntos,distri-
buidoshomogéneamenteenlasuperﬁciedelaesferaexterior.LaFigura5.5,
Nivelderuido SC SN×10 SP×10
15% 0.89 0.18 0.54
20% 0.85 0.29 0.75
25% 0.73 0.33 1.04
Tabla5.1:Comparacióncualitativadelasmétricasparalareconstrucción
deunaisquemiacircularconsiderandolageometríadesuperﬁciesesféricas
concéntricasbajodistintosnivelesderuido:15%,20%y25%.
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ﬁlainferior,representalareconstrucciónobtenidadelmétodoparacadauno
delosescenarios.Sepuedeapreciar,lareconstruccióndelazonaisquemiano
sevetotalmenteafectadaporlostamañosdelasisquemiasalocalizar,con
diferenciasenelcasodeisquemiasmuypequeñasconrespectoaladistancia
enlaqueseencuentranloselectrodos.
Figura5.4:Geometríadeltejidocardíacoyloselectrodosparaelsegundo
escenarioconsideradoconesferasconcentricas
Posteriormente,seconsiderandosconﬁguracionesderegionesisquémi-
cas.Laprimera,unaisquemiacentralalargadaylasegunda,dosisquemias
circularesnoconectadas.ComosemencionóenelCapitulo4,estetipode
conﬁguracionessoninteresantesyaquemuchosdelosmétodosencontrados
enlaliteraturanosoncapacesdealcanzarunabuenareconstrucción.Las
solucionesobtenidasconelmétodopropuestosecomparanconlamejorre-
construcciónposibledelaregularizacióndeTikhonov,estoes,secalculapara
cadainstantedetiempolasolucióndeTikhonovparaluegotomarlarecons-
trucciónquehayatenidounSCmayor.EnlaFigura5.6semuestraelvalor
delasmétricasparacadainstantedetiempo.Sepuedeveriﬁcarquepara
esteinstantedetiempo,elvalordeSPySNsonpequeñosconrespectoal
restodeinstantesenelperiododetiemposimulado.
ComosepuedeobservarenlasegundacolumnadelaFigura5.5,las
reconstruccionesobtenidasconelmétodopropuestosoncualitativaycuan-
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2 cm radius 0.5 cm radius
SC: 0.60
SP: 0.51
SN: 0.00
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Figura5.5:Comparativadeltamañodeisquemias.Sereconstruyeunazona
isquémicacircularcondistintostamaños
Figura5.6:Cálculodelasmétricasparalareconstrucciónobtenidaencada
instantedetiempoconlaregularizacióndeTikhonovparaelcasodeuna
solaisquémiacircular.
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SC: 0.84
SN: 0.01
SP: 0.06
SC: 0.79
SN: 0.02
SP: 0.32
Level Set Tikhonov
(a) (b) (c)SN: 0.05 SN: 0.03
SP: 0.28 SP: 0.39
Ground Truth
SC: 0.81 SC: 0.75
(d) (e) (f)
titativamentemejoresquelaobtenidaconTikhonov.
Figura5.7:Reconstruccionesparaelcasodeunageometríadedosesferas
concéntricas.Seconsiderandosconﬁguracionesdistintasdezonasisquémicas,
unaisquemiaalargadaydosisquémiasnoconectadas.Paraambosescena-
riossepresentanlasreconstruccionesobtenidasparaalmétododefunciones
denivelpropuestoylacalculadaconlaregularizacióndeTikhonov.Adi-
cionalmente,sepresentanlosvaloresdelasmétricasalcanzadasparacada
caso.
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5.2.2. Modelodeesferasnoconcéntricas
Comopasoprevioalaimplementacióndegeometríasrealistasdetorsoy
corazón,seconsideraprimeroestudiarelprocedimientoparaelcasodedos
esferasnoconcéntricas.Estovienemotivadoalaubicaciónrealqueposee
elcorazóndentrodelacajatorácica.Seasumequeeltejidocardíacoposee
unaisquémiacircularderadio1cm.Laesferainterna,querepresentael
corazón,seencuentradesplazada5.5cmdelcentrodelaesferaexterior.Por
suparte,laesferaquerepresentaeltorsotieneunradiode16.5cm.Enela
secolocanlos700electrodosdistribuidoshomogéneamenteenlasuperﬁcie
delaesferacomosemuestraenlaFigura5.8,panel(a)
(a) (b) (c)
SC: 0.85
SN: 0.13
SP: 0.14
5.5 cm 16.5 cm
Geometr´ıa Isquemia Real Reconstrucci´on
.Deigualmanera,se
puedeobservarenelpanel(c)lareconstrucciónﬁnaldelaregiónisquemia
usandoelmétododeregularizaciónpresentadoenestetrabajo.
Figura5.8:Superﬁciesesféricasnoconcéntricas.(a)Representalaconﬁgu-
racióndelageometríaparaesteescenario,dondelazonaazulrepresentala
zonaafectada.(b)Isquemiareal.(c)Reconstrucciónusandoelmétodode
regularizaciónpropuesto
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5.2.3. Modeloanatómicamenterealista
(a)
(b) XY
Z
(c)
estimulaci´on
Seutilizaunamala3DdecorazónytorsoobtenidadeunaTomografía
axialcomputarizadadeltorso,pertenecienteaunapacientede43añosde
edad(verFigura5.9,panel(a)).Paraobtenerlaimagenmédicaseutilizó
elprogramaOsirixparasegmentarelcorazónyeltorsodesdeunosarchivos
detipoDICOMprovenientesdelescanercomputarizado.Posteriormente,
seconstruyenlosmaladosusandoelprogramaCardioViz3D.Elcorazón
yeltorsosediscretizanusandomalastriangularesde5842y5742nodos,
respectivamente.
Figura5.9:Geometríasdel modeloanatómicamenterealista.(a) Malado
triangulardetorsofemenino.(b)Maladotriangulardelasuperﬁciedelco-
razón.(c)representaladistribucióndeloseléctrodosylaubicacióndelco-
razóndentrodelmaladodeltorso.Lazonamarcadarepresentaelpuntode
estimulacióninicial
Enesteexperimentoseconsideraunaregiónisquémicacircularderadio13
mmsobrelasuperﬁciedeltejidocardíacocomosemuestraenlaFigura5.11
(a).Paraevaluarelcomportamientolosmétodosderegularizaciónseañade
unSNR=20alosdatossimulados.Paralareconstruccióndelaisquemia,
setoman700electrodosalrededordelmaladodistribuidosuniformemente.
LosresultadosdelasreconstruccionessemuestranenlaFigura5.11(b)y
5.3.Conclusiones 77
Figura5.10:Propagacióndelaactividadeléctricaeneltejidocardíacopara
elcasodeunageometríarealdecorazónconunaisquemiacircular
(c).Deigualmanerasemuestranlosvaloresdelasmétricasparacadacaso.
5.3. Conclusiones
Estesentido,seamplialametodologíapropuestaen[4]adiferentesgeo-
metrías3D.Enprimerlugar,seanalizasuactuaciónenunmodelogeométrico
deesferasconcéntricas.Sehaprobadoqueelprocedimientoinversonode-
pendedelaconﬁguracióninicialdeisquemia.Acontinuación,sepruebael
algoritmousandodatosruidososmediantelaadicióndediferentesnivelesde
ruido,mostrandoentodosloscasosdealtorendimiento.Posteriormente,se
analizaelcomportamientodelalgoritmoparaunageometríadeesferasno
concéntricasañadiendoruidoalosparámetrosdelmodelo.Finalmente,se
presentanreconstruccionesparaunageometríarealistadetorsoycorazón.
Encontrandounamejorestimacióndeltamañoylaformadelaregiónisqué-
micaconrespectoalaobtenidaconlaregularizacióndeTikhonovdeorden
cero.
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SC = 0.69SC = 0.80
SP = 0.26 SP = 0.39
SN = 0.16SN = 0.11
(a) (b) (c)
Isquemia Real Level Set Tikhonov
Figura5.11:Reconstruccióndeunaisquemiacircularparaunageometría
realconunSNR=20.(a)Conﬁguraciónrealdelazonaisquémica.(b)Re-
construccióndelazonaisquémicausandoelprocedimientopropuesto,enla
ﬁgurasemuestralaconﬁguraciónﬁnaldedelparámetroτin(rH)anivellocal.
(c):MejorreconstrucciónobtenidausandolaregularizacióndeTikhonov.
Conclusiones
EnestaTesisDoctoralsehadesarrolado,analizadoyaplicadounpro-
cedimientoparadeterminarzonasisquémicasenuntejidocardíaco.Tras
formularelproblemacomounodeoptimizacióncondicionada,lasolución
delmismohadadolugaraunalgoritmoiterativoqueusandounmétodo
dedescensosehamostradocapazdedeterminarlasregionesisquémicas.Se
muestra,deestemodo,quelaregularizaciónespacio-temporalutilizadapara
resolverelproblemainversoproporcionaresultadossatisfactorios.
Dadoqueaestasalturasnoesposiblechequearelprocedimientofrentea
datosclínicos,losdatosrealessehansustituidoporobtenidossintéticamen-
te.Estosdatossintéticosprovienendeunmodelomatemáticomuydetalado
desdeelpuntodevistaelectroﬁológico.Sinembargo,paraelprocedimien-
todeinversiónsehautilizadounmodelomatemáticosimple,especialmente
adecuadodesdeelpuntodevistacomputacional.Estehecho,elutilizardis-
tintosmodelosparaelproblemadirectoyelinverso,nospermitealejarnos
deescenariosenlosqueelcrimeninversoestédandolugararesultadoartiﬁ-
cialmentesatisfactorios.Cabedestacarqueesteesunpasoprevioynecesario
enelcaminohacialavalidacióncondatosclínicos.
Adicionalmente,yesteeraunodelosobjetivosdeestetrabajo,sehavisto
que,almenos,enelcasodeisquemia,noesimprescindiblelautilización
modelosmuydetalados,complejosdesdeelpuntodevistamatemáticoy
computacional.Esteesunestudionecesario,debidoaqueenposiblesfuturas
aplicacionesrealesdelalgoritmo,éstedebeserlosuﬁcientementesencilo
comoparasereﬁcientedesdeelpuntodevistacomputacional.
Lavariedadderesultadosobtenidosenlosdiferentesescenariosconside-
radosmuestranqueelprocedimientodeinversiónsecomportademanera
adecuadafrenteageometríasmáscercanasalarealidad.Nóteseque,ade-
más,elprocedimientoconsideraunafaseprevia,enlaquedemanerasemi-
automática,analizandolaseñalregistradoporloselectrodospermiteestimar
elvalordelparámetrodeconductividaddeltejido,valorésteconsideradoco-
nocidoporotrosprocedimientosdeinversión.
Variassonlaposibleslíneasabiertasparafuturasinvestigaciones.En-
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treelascaberesaltarlaadecuacióndelprocedimientoparaqueademássea
capazdecuantiﬁcarelgradodeafecciónisquémica.Otralíneanaturalde
investigaciónesmejorarladescripcióngeométricatantodelcorazóncomo
deltorso.Igualmente,incorporarmásinformación,comoporejemplolasﬁ-
brasdePurkinje,distintostiposdecélulassegúnlamembranaenlaquese
encuentre:anisotropiaenlaconduccion,etc.Otraposiblelíneadeinvestiga-
ción,esestudiarsielprocedimientoexpuestoenestatesispuedeseraplicado
aotrotipodepatologíacardíaca.
Conclusions
InthisDoctoralThesisithasbeendeveloped,analyzedandimplemented
aproceduretodetermineischemicareasincardiactissue.Afterformulating
theproblemasaconditionaloptimizationproblem,thesolutionhasresul-
tedinaniterativealgorithmusingadescentmethodthathasshownthe
capabilityofdetermineischemicregions.Itisshown,thusthespace-time
regularizationusedtosolvetheinverseproblemprovidessatisfactoryresults.
Sinceatthispointisnotpossibletochecktheprocedureagainstclinical
data,actualdatahasbeenreplacedbysyntheticalyderived.Thesesynthetic
datacomefromadetailedmathematicalmodelfromtheelectrophysiological
pointofview.However,fortheinverseprocedureithasbeenusedasimple
mathematicalmodelthatisespecialysuitablefromthecomputationalpoint
ofview.Usingdiﬀerentmodelsfordirectandinverseproblemalowusto
avoidscenariosinwhichtheinversecrimegivesplacetooveroptimistic
results.Notethatthisisanecessarypreconditiononthepathtoclinical
datavalidationstep.
Inadditiontothis,andoneoftheobjectivesofthiswork,ithasbeen
shownthatatleastinthecaseofischemiaitisnotessentialtouseveryde-
tailedandcomplexmodelsfromthemathematicalandcomputationalpoint
ofview.Thisisanecessarystudybecause,toitspossibleuseinfuturereal
applications,thealgorithmmustbesimpleenoughtobeeﬃcientfromthe
computationalpointofview.
Therangeofresultsobtainedinthediﬀerentconsideredscenariosshow
thattheinverseprocessbehavesproperlywithrealisticgeometries.Note
that,additionaly,themethodconsidersapreliminaryphasewhich,fromthe
semi-automaticalyanalysisofthesignalrecordedbytheelectrodes,alows
toestimatetheparametervalueofconductivityofthetissue.Thisvalueis
consideredasknownbyotherregularizationtechniques.
Thereareseveralpossibleopenlinesforfutureresearch.Theseincludeto
highlighttheadequacyoftheproceduretoalsobeabletoquantifythedegree
ofischemiccondition.Anothernaturallineofresearchwouldbetoimprove
thegeometricdescriptionofbothheartandtorso.Itcanalsoincorporate
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moreinformation,suchasPurkinjeﬁbers,diﬀerenttypesofcelsaccording
tothemembraneinwhichislocated:anisotropyinconduction,etc.Another
possibleresearchlineistostudywhethertheprocedurepresentedinthis
Thesiscanbeappliedtoothertypesofheartdiseases.
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{i,j,k}losnodosdelmaladovérticest.
{i,j,k}losvectoresqueunenlospuntosj−k,k−iei−jrespectiva-
mente.
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{ηi}l=1..Nn.unconjuntodefuncioneslinealesencadatriángulotalesqueηi(j)=δij.
CualquierpuntoP∈tsepuederepresentarutilizandolasfunciones{ηi}
eneltriángulotcomoP=k+iηj−jηi.Conestaparametrización,elelemento
diferencialdeáreaentsepuedeexpresarcomo
dA=i×jdηidηj=2|t|dηidηj,
siendo|t|eláreadeltriángulot.Conestotenemosquelaintegral
t
ηiηjdA=2|t|
1
ηi=0
1−ηi
ηj=0
ηiηjdηidηj=|t|12
Ahorabien,denominandot1yt2alosdostriángulosquecompartenellado
k,sumadoseobtiene
M ij=|t1|+|t2|12 .
Paraelcasoi=j,setieneque
t
ηiηidA=2|t|
1
ηi=0
1−ηi
ηi=0
ηiηidηidηi=|t|6
quesumadoatodolostriángulosquecontienenelnodoi,(N(i))seobtiene
M ii=
j∈N(i)
|tk|
6
Paralamatrizderigidez,setieneencuentaque∇ηi=−i⊥2|t|,dondei⊥es
elvectorirotadoπ/2enelplanodeltriángulot.Conestosepuedecalcular
laintegral
t
∇ηi·∇ηjdA=i⊥·i⊥4|t|=
|i|i|cos(αij)
2|i|i|sin(αij)=
cot(αij)
2 .
Aquíαijeselángulointeriordeltriángulotopuestoalladok,esdecir,el
queunelosnodosi−j.Sidenominamosαijyβijlosindicadosángulosde
lostriángulost1yt2seobtiene
Ki,j=cot(αij)+cot(βij)2 .
Paraelcasoi=j,sumadoatodolostriángulosquecontienenelnodoi,
(N(i))seobtiene
Ki,i=−
j∈N(i)
Ki,j.
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